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1. Soit E = Rn[X], où n ≥ 2 l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal
à n. On considère l’application u sur E telle que pour P ∈ E, u(P ) = P ′(1) − P ′(0).

(a) Montrer que u est une forme linéaire sur E non nulle.

(b) Montrer que keru est de dimension n. Déterminer une base de ker u pour n = 2, puis dans
le cas n ≥ 3.

(c) Pour P (X) =
∑n

i=0
aiX

i et Q(X) =
∑n

i=0
biX

i appartenant à E on considère le produit
scalaire < P, Q >=

∑n
j=0

ajbj . Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit

scalaire. Par rapport à ce produit scalaire, déterminer ( ker u)⊥ pour n = 2.

2. Soit E = R
n, avec n ∈ N

∗, et < ·, · > le produit scalaire canonique sur R
n. Pour F ⊂ E,

on considère l’application u telle que pour tout x ∈ E, u(x) = xF avec l’unique décomposition
x = xF + xF⊥ où xF ∈ F et xF⊥ ∈ F⊥. Le but est de déterminer u∗, application adjointe de u.

(a) Montrer que u est une application linéaire.

(b) Montrer que uOu = u. On admettra qu’une application linéaire telle que uOu = u est un
projecteur.

(c) Si F = E, définir u et en déduire la matrice de u dans n’importe quelle base de E. En
déduire alors u∗.

(d) Montrer que u admet pour valeurs propres 0 et 1 et déterminer les s.e.v. propres associés
à 0 et 1. Montrer que u est diagonalisable dans une base orthonormale. En déduire qu’il
existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale ne contenant que des 0 et des
1 et telles que que la matrice de u dans n’importe quelle base orthonormale s’écrive P D tP .
En déduire que u∗ = u.


