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1. Soit E = R, [X], ou n > 2 lensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
a n. On consideére application u sur E telle que pour P € E, u(P) = P'(1) — P'(0).

(a) Montrer que u est une forme linéaire sur E non nulle.

(b) Montrer que keru est de dimension n. Déterminer une base de ker u pour n = 2, puis dans
le cas n > 3.

(c) Pour P(X) = 3" ga; X% et Q(X) = Y1 ob; X* appartenant & E on considere le produit
scalaire < P,Q >= Z?:o a;b;. Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit

scalaire. Par rapport a ce produit scalaire, déterminer ( ker u)J‘ pour n = 2.

Proof. (a)uvade E dans R. De plus u(A P+ X2 P2) = (A PL+ X2 P2) (1) — (M P+ 22 P2) (0) = Mu(Pr) +dou(P)
du fait de la linéarité de la dérivation. Enfin, pour P(X) = X? € E pour tout n > 2, u(P) = 2, donc u est bien
une forme linéaire non nulle.

(b) Le noyau d’une forme linéaire est un hyperplan, donc comme E est de dimension n + 1, alors ker u est bien de
dimension n. On vérifie facilement que pour Po(X) =1 et Pi(X) = X, u(Py) = u(P1) = 0 et Py et P, sont non

liés (car de degré différent). Donc, pour n = 2, comme dim ker u = 2, (Py, P1) est une base de ker u.

Sin > 3, on vérifie facilement que pour 3 < k < n, Py(X) = XTk — XT2 vérifie u(Py) = 0. De plus les Py forment

une famille libre car ils sont de degré différent. Donc (Po, P1, Ps3,- -+, Pn) est une base de keru (on vérifie bien que
cette famille contient n vecteurs).
(c) Il est clair que la base canonique (1, X, X2, X™) est une base orthonormale de E. Pour n > 2, comme une

base de keru est (1, X) et comme X? est normé et orthogonal & (1, X) alors (X?) est une base de (ker U)L. O

2. Soit E = R", avec n € N*, et < -,- > le produit scalaire canonique sur R". Pour F C F,
on considere P'application u telle que pour tout = € E, u(x) = zp avec I'unique décomposition
T=rp+rpL ol xp € F et xpr € FL. Le but est de déterminer u*, application adjointe de u.

(a) Montrer que u est une application linéaire.

(b) Montrer que upu = u. On admettra qu’une application linéaire telle que upu = u est un
projecteur.

(¢) Si F = E, définir u et en déduire la matrice de u dans n’importe quelle base de E. En
déduire alors u*.

(d) Montrer que u admet pour valeurs propres 0 et 1 et déterminer les s.e.v. propres associés
a 0 et 1. Montrer que u est diagonalisable dans une base orthonormale. En déduire qu’il
existe une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale ne contenant que des 0 et des
1 et telles que que la matrice de u dans n’importe quelle base orthonormale s’écrive P D tP.
En déduire que u* = u.



Proof. (a) On au : E — E et pour tout A\, € R et pour tout = et y dans E, on peut écrire de facon unique
T=xp+TpL , Yy =yYr +ypLr, donc u(Ax + py) = Azr + pyr (car Axp € F et pyr € F) et ainsi u(Az + py) =
Au(z) + pu(y).

(b) Pour tout z € E, u(u(x)) = u(xr) = zr donc uou = u: u est bien un projecteur.

(¢c) Si F = E, alors u = I4 car u(z) = x pour tout € E. Ainsi dans n’importe quelle base u a pour matrice la
matrice identité. Comme la matrice de u™ est la transposée de celle de u (dans une b.o.n.) on en déduit que la
matrice de u* dans une b.o.n. est également la matrice identité et ainsi u* = u.

(d) Pour « € F, u(xz) = « donc 1 est valeur propre et F le s.e.v. propre associé. Pour € F*, u(x) = 0 donc 0 est

valeur propre et F* le s.e.v. propre associé. Enfin comme F = F EJé FL, u est bien diagonalisable. Si on choisit
une b.o.n. (e1,---,ep) de F (on suppose que dim F' = p) et une b.o.n. (epr1,---,e,) de F*, alors e = (e1,- -, en)
est une b.o.n. de E et u est diagonalisable dans e.

Dans e, la matrice de u est Mat(u,e) = D avec D une matrice diagonale contenant p 1, puis n — p 0 sur sa
diagonale. Mais la matrice de passage de e dans f, une autre b.o.n. de E, est une matrice P orthogonale. Alors
Mat(u, f) = P D'P.

Enfin, la matrice de u* dans f est “Mat(u, f) ou encore (P D'P) = P D'P = Mat(u, f): la matrice est symétrique
donc u* = w. O



