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Vous pouvez traiter les questions dans 'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (9 pts) Soit E 'ensemble des fonctions de classe C! sur [0, 1], nulle en 0.

(a) Montrer que E est bien un espace vectoriel. Montrer que dim E' = oo.

(b) Soit application < -, > telle que pour f et g dans E, < f,g >= [ f'(t)g'(t)dt. Vérifier
que < -, - > est bien un produit scalaire sur E.

(c¢) Soit u: E — R telle que pour f € E, u(f) = f(1). Montrer que u est une forme linéaire sur
E.

(d) On note H = keru. Montrer que pour toute fonction f € E, la fonction f définie par
f(z) = f(x) —x f(1) pour tout = € [0, 1] appartient & H. En déduire la dimension de H.

(e) Soit gg la fonction telle que go(x) = x pour tout = € [0,1]. Montrer que pour tout f € E,
u(f) =< f,g0 >. En déduire un sous-espace vectoriel G de dimension 1 tel que G C H= .
A-t-on G = H*? (on pourra utiliser la question (d)).

Proof. (a) On montre que E est un sev de C I'ev des fonctions de [0,1] dans [0, 1]. En effet la fonction nulle est
dans E. De plus si f1 et f2 sont dans F, si A1 et A2 sont dans R, alors A1 f1 + A2 f2 est bien de classe C! sur [0,1]
et (>\1f1 + )\2f2)(0) =0+4+0=0 car f1 (0) = f2(0) =0. (0.5pts)

La famille des fonctions (mk )ken+ est une famille libre de taille infinie et appartient & E: on en déduit donc que E
est de dimension infinie. (1pt)

(b) On doit vérifier les 4 propriétés du produit scalaire. Tout d’abord, de par les propriétés de linéarité de I'intégrale
et de la dérivation, il est clair que < f, A\1g1 + A2gs >= f01 F Mg () +Xags())dt = M1 < f,g1 > +A2 < f, 92 >.
Ensuite, il est évident que < f,g >=< g, f >. Ensuite, < f, f >= fol(f/(t))th > 0. Enfin, si < f, f >= 0 alors
comme f’ est continue, on sait qu’alors f’(z) = 0 pour tout z € [0,1] et ainsi f(z) = C pour tout = € [0,1] avec
C € R. Or comme f € E, f(0) =0 donc C = 0. Ainsi f =0. On a donc bien un produit scalaire. (2pts)

(C) Pour f1,f2 € F et )\1,)\2 € R, on a bien u()\lfl =+ )\sz) = (A1f1 + )\zfz)(l) = )\1f1(1) + )\2f2(1) = Alu(fl) =+
A2u(f2) € R: u est bien une forme linéaire sur E. (0.5pts).

(d) Pour h € H, on a donc h(1) = 0. Mais si f € E est quelconque, alors feE (car f(l) est de classe C! du fait
que f est dans E et que la fonction z est de classe C' et également car f(0) = f(0) — f(1)*0 = 0). On a également
F()= f(1) — f(1) = 0: f e H. (1pt).

De ceci on déduit par exemple que la famille de fonction (2™ —x)nen+ est une famille libre de H: H est de dimension
infinie. (1pt).

(e) On a, par intégration par parties, < f,go >= fol 1f(x)dx = [f(z)]§ = F(1) — £(0) = f(1) = u(f) car f € E.
(0.5pts).

Comme u(f) =< f,go > on en déduit que H = {go}™* et ainsi il est clair que pour tout f € H alors < f, go >= 0:
donc go € H' et la droite vectorielle portée par go est un sev inclus dans H=. (1pt).

D’apres la décomposition de la question précédente, on sait que pour tout f € E, f(z) = f(z) — f(1)x+ f(1)z donc
E = ker H ® vec(go). On peut donc en déduire que vec(go) = H*. (1.5pts). O



2. (7.5 pts) Soit (a, 3) € R? deux nombres réels fixés et soit f la fonction 27w-périodique telle que
pour z € [—7,0[, f(z) = et pour z € [0, [, f(z) = .
(a) Tracer f sur [—4m,4mw].

(b) Suivant les valeurs de « et (3, déterminer sur quel ensemble inclus dans [—7, 7], f est continue,
sur quel ensemble inclus dans [—7, [, f est de classe C'.

(¢) Si a = 3 donner sans calcul le développement en série de Fourier de f.

(d) Pour tout (a, 3) € R2, calculer les coefficients de Fourier de f puis montrer que,

pour x €| —m,0[U]0, 7.

a+ 3 N 2(a — B3) i sin((2n + 1)z)

U T A2 2+l

1 . = sin((2n + 1)z)
(e) En déduire pour tout = € [—m, 7], la valeur explicite de Z _—

— 2n+1
n=0
> 1 11
(f) Déduire également (en justifiant) , puis, en utilisant le fait que ——= = - —,
Z;) 2p+1)2 (2p)2 4 p?
<1
en déduire Z —
p=1
Proof. (a) f est une fonction en escalier...(0.5pts)

(b) Si @ = 3 alors f est continue et méme C* sur R. Sinon, f est C' par morceaux sur [—m,n[, les points de
discontinuité étant en 0 modulo 7. (1pt)

(c) Si a = B, alors f(x) = a pour tout x € R, et une fonction constante est déja développée en série de Fourier
(son développement étant elle-méme). (1pt).

(d) Soit (an(f),bn(f)) les coefficients de Fourier de f. On a pour n € N*, a,(f) = %ffﬂﬁcos(nm)d:c +
%fowacos(nx)dz: = 0 et by(f) = %ffﬂﬂsin(n:c)dx + %fowasin(nx)dm = ﬁ(ﬂ(l — (=" + a((-1)" - 1))
(1pt).

Pour n =0, ao(f) = £(7B + ma) = (o + B). (0.5pts)

On peut appliquer le Théoréme de Dirichlet & f. Aussi a-t-on pour z €] —,0[U]0, 7|, f(z) = Sf(z) car la fonction f
est alors continue et donc: f(x) = (’—*2'5 + Y07 ba(f) sin(nz) soit le développement, proposé, sachant que 1—(—1)"

est nul quand n est pair et = 2 quand n est impair. (1pt).
sin((2n+1)x) soit ZZO . sln((fy;r:&»ll)z) _

(e) De la question précédente, on déduit que pour = €]0, [, a = O‘QﬂJr 2<°‘;B) >, ST
%. De méme pour z €] —7,0[, 3 = &—g'ﬁ + @ >l W soit » o7 %ﬂlm =—-Z. (1pt).
(f) On peut utiliser le Théoréme de Bessel car f est bien de continue par morceaux. Aussi a-t-on, 5 fjﬂ f2(t)dt

1a® + ﬁz) = 1(a + ﬁ) DN ( a— B)2n+1)2 soit 2(a — B)* = 3 (a — B)? Z;’;om et donc

3. (10 pts) Soit £ I’ensemble des matrices carrés de taille n tel que si M = (mj)1<i j<n € E alors
il existe une famille (ug, - -, u,_1) € RN vérifiant m;j = ujj_; pour tout 7, j (on dit alors que M
est une matrice de Toepliz).

(a) Vérifier que la matrice identité est bien une matrice de E.

(b) Montrer que E est un espace vectoriel. Donner une base de E (on pourra penser a des
matrices avec différents types de diagonales...) et en déduire que dim F = n.

(c) Montrer que si M € E, alors M est une matrice symétrique. La réciproque est-elle vraie?
(d) Montrer que si M € E alors M est diagonalisable dans R.

(e) On suppose que n = 2. Soit M € E. Diagonaliser M en fonction des réels ug et u; associés
a M (préciser la matrice diagonale et la matrice de passage P). Soit @ la forme quadratique
sur R? associée & M. Déterminer la signature de M suivant des relations vérifiées par ug et
u1. A quelle condition ® est une norme associée & un produit scalaire sur R??



Proof. (a) Pour la matrice identité, il suffit de prendre up = 1 et u; = 0 pour 1 < i < n — 1.(0.5pts)

(b) On montre que E est un sev de 'ensemble des matrices carrés de taille n qui est un ev. La mtrice nulle est
trivialement dans F (il suffit de prendre u; = 0 pour tout ). Si My et M> sont deux matrices de E, et A1, A2 € R,
alors il existe u(? et u? telles que M; = (“\(]U_q)u et My = (u‘(f)_ll)” Donc M M1+ Mo My = (Alu‘(;iil +)\2u‘(]?)_i|)¢j.
Si on note v = Au™ + A2u® on a bien A M + X2Ma = (v|j_|)i; donc 1M1 + A\2M> € E. Donc E est bien un
sev donc un ev. (1.5pts)

Pour k € {0,1,---,n — 1}, on note M* = (mgf))lgi,jgn la matrice carrée de taille n telle que mz(f) = 1si
7 =il =ket mg.;c) = 0 sinon. II est clair que si M € E avec M = (mij)i<i,j<n € E telle que m;; = uj;_; alors
M = qu(O) + ulM(l) + -+ un_lM(”fl) donc la famille (Mk)ogkgn,l est une famille génératrice de E. De
plus les (M*)o<p<n_1 forme une famille libre car ces différentes matrices n’ont aucun nombre non nul en commun.
Donc (M*)o<g<n_1 est une base de E. (2pts)

De ceci on en déduit que dim E = n. (0.5pts)

(c) Il est clair que u|;_; = uj;—; donc si M € E alors M est symétrique. (0.5pts).

La réciproque est fausse: par exemple pour n = 2, la matrice ( ) est symétrique mais pas dans E. (1pt)

2 =2

(d) Si M € E, M est diagonalisable dans R comme matrice symétrique. (0.5pts)

(e)Sin=2 M= ( ZO Zl ) Le polynéme caractéristique de M est donc xar(\) = (uo — A)? —ud = (A — (uo +
1 Uo

ul))(A = (uo — ul)) donc M a pour valeurs propres ug + u1 et up — ui: ces deux valeurs propres sont distinctes dés

que u1 # 0. Siu; = 0 alors M est diagonalisable car déja diagonale! Si w1 # 0, alors le sev propre associé & ug + u1

est x = y de base (%, %) et le sev propre associé & up — u1 est x = y de base (%7 —%) On ainsi obtenu une

1 1
base orthonormale pour diagonaliser M, et M = P D'P avec D = ( to + th 0 ) et P = ( vz ‘/51 )
0 uo — U1 ﬁ —%

(2pts)

Comme M est la matrice de @, on en déduit que la signature de ® est (2,0) si uo > |u1], (1,1) si —|u1| < wo < |u1],
(0,2) si uo < —|u1l, (1,0) ou (0,1) si up = fuq. (1pt)

Pour que ® soitt une norme associée & un produit scalaire sur R?, il faut donc que uo > |u1|. (0.5pts) O



