Corrections de quelques exercices de la feuille n® 1:

Espaces euclidiens et préhilbertiens

(7) (***) On travaille dans F = IR[X] muni du produit scalaire (f, g) = O+°O f(z)g(x)e~*dx. On pose

Vn € IN le n-ieme polynéme de Laguerre: Y € R, L,(x) = %(ﬂc—nn(e’zz").

) Vérifier que (-, -) est bien un produit scalaire sur E.

) Calculer Ly, L1, Lo et Ls.

(¢) Montrer que (Ly)nen est une famille orthonormale de IR[X].

(d) Montrer que Vn € IN, Ln vérifie '’équation différentielle zL! () + (1 — z)L!,(z) + nL,(x) = 0.
) Montrer que L vérifie 'équation Vn € N,z € R, (n 4+ 1)Lyq1(x) + (x — 2n — 1)Ly (x) +

nL,_1(zx) = 0.

Proof. a/ Pour P,Q € R[X], (P,Q) existe P(z)Q(z)e~? est continue sur IR et limy;_ oo 22 P(x)Q(z)e~* = 0, donc
d’apres le Théoreme de Comparaison l'intégrale existe en +o00. Il est clair que les 3 premiéres propriétés du produit
scalaire sont vérifiées du fait de la linéarité de 'intégration, de la commutativité de la multiplication et qu’une intégrale
d’une fonction positive est positive. Pour la quatrieme propriété, si fooo P2%(z)e~*dx = 0, comme P?(z)e™? est positive
et continue, alors P?(z)e™® = 0 pour tout = > 0, soit P = 0.

b/ On a Lo(z) =1, Li(x) = 1 — x, La(z) = (z? — 4z +2)/2 et Lz(x) = (—x +9x2 — 18z + 6) /6.

¢/ En premier lieu, il est clair que d’apres la formule de Leibnitz, Ly (z) = n, Yo (=) ’“( ) (n” k),z k donc Ly,

est bien un polyndome de degré n dont le coefficient de plus haut degré est (—1)"/n!.
Ensuite, pour n < m,
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Sim>1, & (a: e~%) = e "P(z) et P(0) =0. D’ol {Ln(m)W(a)‘me’z)Eo = 0. Sinon, n = m = 0, et on voit
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bien qu’alors (Lo, Lo) fo e~ Tdx = 1. Par itération on obtient que
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car Lﬁ”)(m) = (—1)", dés que n < m. On a donc bien (Lp, Ly,) = 0 car W(mme_z) = P(z)e™® avec P(0) = 0.
Si m = n, on obtient
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(cette valeur s’obtient dés que ’on connait la fonction I'(¢) vue en probabilités, ou bien par récurrence...). La famille
est bien orthonormale.

d/Ona Ly(x) = Zzzo(fl)k(}’é)%xk,d’oh Ly (z)=>7" ( 1)k+1 (kil) 1,2: et zL!(z) = Z:Z;ll(fl)kle (kil)ﬁx’“
On en déduit que pour tout z € IR:
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e/ On déduit cette relation soit de la méme maniere que dans la question d/, soit en écrivant que
gn—1 _ _
W((nw" L—gm)e ) =nllp_1(z) —

(9) (**) Calculer le minimum sur IR* de
+o00
f(a,b,c) = / (2% + az® + bx + ¢)?e”**du.
0

Indication : On penser & une projection apres avoir introduit le produit scalaire sur IR3[X]

—+oo

(P,Q) = P(H)Q(t)e™dt.

0
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Licence M.A.S.S. deuxieéme année

PTOOf, Avec la méme méthode que dans ’exercice précédent, on peut montrer que (P, Q) est bien un produit scalaire.
Si IR2[X] désigne I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal & 2, alors en utilisant le produit scalaire proposé
et la norme associée

inf _ f(a,b,c) = inf lz® — P(2)|

(a,b,c)€R3 P(z)eRy[X]
Mais comme IR2[X] est un e.v. de dimension finie (3) alors cette borne inférieure est atteinte pour pr,|x] (%),
projection orthogonale de 23 sur IR2[X]. Comme (1,2, z2) est une base de IR [X] on en déduit que:
(2% = pry(x) (%), 1) = (0 =P, ) (2%), @) = (o = P, ) (27),2%) = 0.
Pour calculer ces différents produits scalaires, il est utile de calculer u, = fO 2™e~2%dx. Avec le changement de

variables y = 2z, on a un = (f;~ y"e " ¥dy)/2" T, soit un = n!/2"T1. De ceci, on obtient trois équations linéaires qui
doivent étre vérifiées par (a*, b*, c*):

6/16 — 2a* /8 — b* /4 — c* /2 = 0 3 —2a* —2b* — 4c* = 0
24/32 — 6a* /16 — 2b* /8 — c* /4 = 0 = 6 — 3a* — 2b* — 2¢* = 0
120/64 — 24a* /32 — 6b* /16 —2¢*/8 = 0 15 —6a* —3b* —2c¢* = 0
D’olt a* =9/2, b* = —9/2 et c* = 3/4. |
. . . 1 9
(**) Déterminer inf(, y)er2 [, (¢* — az — b)*dz.
P TOOf La preuve ressemble & celle ci-dessus, mais on considere le produit scalaire (f, g) f 0 t)dt, dont on sait

que c’est bien un produit scalaire. On recherche donc
inf e® — P(z)|)? = ||e® — )12,
P(Z)EIRl[X]H @)l I PR, (x](€7)l
ol pr, [x](e”), projection orthogonale de e” sur IR1[X]. Comme (1,z) est une base de IR1[X], on en déduit que:
(e” = PR, [x](e7), 1) = (" — pr, [x)(e"),2) = 0.

De ceci, on obtient deux équations linéaires qui doivent étre vérifiées par (a*, b*):
(e=1)—a*/2-b* = 0
1—a*/3—b*/2 =0
1
D’outa* = 18—6e et b* = 4e—10 et ainsi inf le® —P(x)||? = / e2® —2(a*x+b*)e® +(a*?2% +2a*b* x+b*?)dx =
P(z)eR [X] 0
1/2(e? = 1) — 2(a* + (e — 1)b*) + a*?/3 4+ a*b* + b*? = —Te2 /2 + 20e — 57/2. O

(**) Déterminer inf(, ,)cr2 [y (#sin(t) 4 y cos(t) — t)?dt.

P?”OOf La preuve ressemble & celle ci-dessus, les différences étant que 'on considére le produit scalaire (f,g) =
Jo f t)dt et que 'on recherche, avec le s.e.v. E = {zsin(t) + ycos(t), (z,y) € R?}

inf ||t —P)|I> = ||t —pe®)|?
P(lgeEII O = It = pe®I,

ol pg(t), projection orthogonale de la fonction ¢t — ¢ sur E. Comme (sin ¢, cost) est une base de E, on en déduit que:
<t - pE(t)ﬂ sin t> = <t - pE(t)v Cos t) =0.
De ceci, on obtient deux équations linéaires qui doivent étre vérifiées par (z*,y*):

™ —ma*/2 = 0
—2—-7y*/2 = 0

D’otiz* = 2et y* = —4/m. On en déduit que infp(ycp lt—P@)||? = [, (t—2sint+4cost/m)%dt = 73 /3—2m—8/mw. O

(**) Soit E = C°([0, 1], IR) Iespace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans IR muni du produit

scalaire défini par
1
)= [ s
0

(a) Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F' de E engendré par fi, fo définies
par fi(z) =1, fo(z) =2 x€][0,1].

(b) Déterminer la projection orthogonale sur F de f: x +— e”, x € [0,1].

PTOOf. a/ f1 et fo forment une base. Pour la rendre orthonormée, avec le procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt, on pose g1 = f1/||f1ll = f1 puis g2 = (fa— (91, f2)91)/Ilf2— {91, f) o1 || = (z—1/2)/[|lz—1/2|| = V12(z—1/2).
b/ On a pr(e®) = (€%, g1)g1+ (€%, g2)g2 = (fol e:‘dx)l—l—(fol e®(V12(x—1/2))dx) V12(z —1/2) = (4e—10)+ (18— 6e)z

|

(on retrouve les résultats de I’exercice un peu plus haut).

(**) Soit E = C°([—1,1],IR) I'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1].
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(a) Montrer que 'on définit un produit scalaire sur E en posant

(f.9)= /_1 ﬁf(m)g(x)dm

(b) On considere le sous-espace F' = Ry[X] de E. Trouver une base orthogonale de F' (polynémes
de Tchébycheff de premiére espece).
(¢) Quelle est la meilleure approximation de f(x) = v/1 — 22 dans IR3[X] pour ce produit scalaire.

PT‘OOf. a/ Une premiére chose & montrer serait que pour f € E, < f, f >, qui est une intégrale impropre, existe. Les
probleémes de convergence peuvent avoir lieu en —1 et 1 puisqu’ailleurs la fonction f2 (x)/w est continue. Or
par exemple en 1, f2(z)/v1 — 22 ~ f2(1)/(v/2v/1 — ) et on sait que fol dz/+/T — x existe. Donc d’apres le théoréme
de comparaison, fol f?(z)/v/1 = 22dax existe. Ensuite, il est facile de voir que (f, g) est bien un produit scalaire (voir
les exercices précédents), comme ’exercice (7) par exemple.
b/ Une base de F est (1,X,X?). On utilise alors le procédé d’orthonormalisation de Graham-Schmidt. Soit
(e1,e2,e3) la nouvelle base orthonormale que 1'on déduit de (1, X, X?2). En premier lieu, e; = 1/||1||. Or 1|2 =
[}, dz/vT—2%de = arcsin(1) — arcsin(—1) = 7. Dol e1 = 1/y/7.
Ensuite, ez = (X — (e1, X)e1)/||X — (e1,X)e1||. Mais (e1,X) = 0 pour des raisons de parité, d’ott e2 = X/|| X]|| et
|1X12 = fil 22dz/V1 — 22de = 2([ — av1 — 2?2 (1) + fol V1 —22dx) = 2f07r/2 cos? df par intégration par parties et
avec le changement de variable = sin 6. On en déduit que || X||? = 7/2, d’ott e2 = vV2X/ /.
Enfin, e3 = (X2 — (e1,X%)e1 — {e2, X%)e2)/|| X% — (e1, X?)e1 — (e2, X?)ea| = (X2 — 1/2)/||IX? — 1/2||. Par
intégration par parties, | X2|[2 = 6 [ 22v/1 — 22dz = 6 [/ sin® 6 cos® §d6 = 3/2 [[/? sin?(20)d9 = 37 /8. Par suite,
I1X2 —1/2||2 =37/8 — /2 + 7/4 = /8 d’olt e3 = V/2(2X? — 1) /+/7.
¢/ On sait quavec g(z) = V1 —22, pr(g) = (e1,9)e1 + (e2,g)e2 + (e3,g)es. Or {(e1,g9) = 2//m, {e2,g9) = 0 et
(e3,9) = ﬁ/ﬁji1(2x2 — 1)dz. Apres calculs, on obtient pr(g) = (10 — 8x2) /3.

d

(*¥*) Soit EF = R[X].
+oo 5
(a) Montrer que pour tout P € E, I'intégrale / P(z)e™™ dx est convergente.
—0o0

(b) Pour P et @ dans E, on pose

—+oo

(P, Q) :/ P(z)Q(x)e™" dx.
Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

(¢) Donner une base orthonormale de IR2[X] pour ce produit scalaire.

Proof. a/ Comme P,Q € R[X], on a = P(LE)Q(I)6712 qui est une fonction continue sur IR donc les seuls
problémes de convergence ont lieu en +oo. Or limg— 400 xQP(:):)Q(a:)e’zz = limg——oo xQP(aﬁ)Q(ac)e*“”2 = 0 donc
d’apres le critere de Riemann, (P, Q) existe toujours. Ensuite, il est facile de voir la linéarité de ce produit scalaire, sa
commutativité et le fait que (P, P) > 0. Enfin, comme dans I’exercice (7), on montre que (P, P) > 0 si et seulement
si P=0.

b/ On sait que (1, X, X?) est une base de de IR2[X]. Notons ||1]| = ( /> eﬂvzda:)l/2 (en fait on peut montrer que

1] = w'/4, voir le chapitre sur les intégrales multiples). Alors u; = 1/||1]| est un vecteur normé. Ensuite, par le
procédé d’orthonormalisation de Graham-Schmidt, on pose us = (X — (X, u1)u1)/||X — (X, u1)u1| = X/||X|| car la
fonction ze=*" est impaire. Comme || X|| = ||1|| (par intégration par parties), on en déduit que uz = X/||1||. Enfin,

uz = (X2 — <X2,u1>u1 - <X2,u2>u2)/||X2 — <X2,u1>u1 — <X2,u2>u2||. Par parité, <X2,u2> =0 et on a vu que
(X%, u1)uy = 1. Dot uz = (X? —1)/|| X% —1/2||, et comme || X% —1/2||2 = || X?|]2 — || X|| + ||1]|/4 = 9||1]| /4, on en
déduit que ug = 2(X2 — 1)/3|[1]|. O

(***) Soit E un espace euclidien et (eg,...,e,) un systéme de vecteurs unitaires tels que
n
2 2
pour tout x € E lz]|* = E (x,e;)".
=1
Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée.
Proof. On ne sait pas quelle est la dimension de E. Tl est clair que pour tout j = 1,---,mn, alors llejlI? =
S lejren)? = |lesl? + Sttt (ej,e:)%, dolt (ej,e;) = 0 pour tout i # j. On en déduit ainsi que (e1,--- ,en)
est une famille orthonormale. Par ailleurs, si z € Vec(e1, - ,en)t, alors ||z||2 = 10, (=, e)2 =0, dott z = 0. Or
comme E est de dimension finie, alors E = Vec(e1,- -+ ,en) + Vec(e1, - ,en)™ d’ott E = Vec(ey,--- ,en) et donc

(e1,- - ,en) est une base de E. 0



