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1. Soit ’équation différentielle:
(B) yW —y" =2 +2y=2+¢"

Déterminer I’ensemble des solutions de (F) (on pourra chercher des solutions évidentes de 1’équation
caractéristique).

Proof. L’équation homogene (EH) est y™® —y” —2y'+2y = 0 et I'équation caractéristique associée est z* —x? —2z+
2 = 0. 1 est une racine évidente, de multiplicité 2 et on a ainsi z* — 22> 4+224+2 = (z—1)%(2?+2z+2). On trouve ainsi
deux racines conjuguées 1+ et 1 —i. En conséquence, H = {(az +b)e” + (a cos(z) + Bsin(x))e”, (a,b, o, 3) € R*}.
Pour trouver les solutions particulieres, on utilise la méthode de superposition des solutions. Pour l’équation
y® —y” —2¢/ +2y = 2 il est clair que § = 1 est solution. Pour y* —y” — 2y’ 4+ 2y = €®, une solution est de la forme
g(z) = P(x)e”, mais comme 1 est racine de multiplicité 2, il faut que deg P = 2. Ainsi on trouve §(zx) = z2 ¢*/10.
En conséquence la solution générale de (F) est:

E = {1+ (2°/10 + ax 4 b)e” + (acos(z) + Bsin(z))e”, (a,b, a, f) € R*}.

2. Soit I’équation différentielle:

(B) (z+1)y(x) - 2ay(x) = L.

(a) Déterminer sur quel ensemble résoudre cette équation.

(b) Résoudre I’équation homogene associée a (E).

(c) Déterminer des primitives des fonctions e 2%, z e~ 2% et x2 =27,

(d) En déduire ’ensemble des solutions de (E).

(e) Existe-t-il une solution maximale de (E) sur R?

(f) Existe-t-il une solution telle que y(0) = 0. Quelle est-elle? Pouvait-on savoir a l'avance

qu’une telle solution existait?

Proof. a/ La résolution peut se faire sur | — co, —1[ ou | — 1, 00].
b/ L’équation homogene (EH) associée est (z + 1)y'(z) — 2zy(z) = 0 dont la solution generale est y(z) =

cJ* H_1d150uC'€R Mais [* Ahdt = [*2dx - [* o7 =2z — 2|z + 1. Ainsi H = {C(I+I)Z7C€R}
c/ f “?dt = —1e*", puis par intégration par parties f te ?'dt = [—te > /2" + 1 fx e ?dt = —(2z+1)e %",

et enfin fz tPe?dt = [—t2e 2" /2]" + fz te ?'dt = —1(22° + 22 + 1) 2
d/ La méthode de variation des constantes pour §(z) = C(x) @
C'(z) = (z4+1)e?*. On en déduit donc qu’une primitive est C(z
ou z €]1, 00,

2x _ 1
z+1)2 — z+1°
—1(22+3)e™*" et donc que pour = €] — 00, 1]

amene A I’équation C’(z) i soit
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E={- C € R}.



e/ En —1 la solution particuliere n’est pas définie, donc il n’existe pas de solution maximale sur R.
f/ Si y(0) = 0 alors —2 + C = 0 donc C = 3. 1l existe donc une unique solution telle que y(0) = 0 maximale
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sur | — 1,00: y(z) = T Tati)? Gz On savait qu’une telle solution existait grace au théoréme de Cauchy-

Lipshitz. O



