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1. Soit la fonction:

F (x) =

∫
1

0

tx ln(1 + t)dt.

(a) Montrer que l’ensemble de définition de F est ] − 2,∞[ (on pourra traiter différemment les
cas x ≥ 0 et −2 < x < 0).

(b) Déterminer l’ensemble de continuité de F .

(c) Montrer que F est de classe C1 sur ] − 2,∞[ et préciser F ′(x).

(d) Déterminer limn→∞ F (n) avec n ∈ N. Montrer que F est décroissante sur ] − 2,∞[. En
déduire limx→∞ F (x).

(e) Donner le développement en série entière de ln(1 + t) en précisant son domaine de validité.

(f) Soit x > −2, fixé. On considère pour n ∈ N
∗,

Jn(t) =
n∑

k=1

(−1)k+1 tk+x

k
.

En utilisant le critère des séries alternées, montrer que la suite de fonctions (Jn(t))n converge
uniformément sur [0, 1]. En déduire que pour x > −2,

F (x) =
∞∑

k=1

(−1)k+1 1

k(k + 1 + x)
.


