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1. Soit la fonction:

F (x) =

∫

1

0

tx ln(1 + t)dt.

(a) Montrer que l’ensemble de définition de F est ] − 2,∞[ (on pourra traiter différemment les
cas x ≥ 0 et −2 < x < 0).

(b) Déterminer l’ensemble de continuité de F .

(c) Montrer que F est de classe C1 sur ] − 2,∞[ et préciser F ′(x).

(d) Déterminer limn→∞ F (n) avec n ∈ N. Montrer que F est décroissante sur ] − 2,∞[. En
déduire limx→∞ F (x).

(e) Donner le développement en série entière de ln(1 + t) en précisant son domaine de validité.

(f) Soit x > −2, fixé. On considère pour n ∈ N
∗,

Jn(t) =
n

∑

k=1

(−1)k+1 tk+x

k
.

En utilisant le critère des séries alternées, montrer que la suite de fonctions (Jn(t))n converge
uniformément sur [0, 1]. En déduire que pour x > −2,

F (x) =
∞
∑

k=1

(−1)k+1 1

k(k + 1 + x)
.

Proof. (a) Pour x ≥ 0, t ∈ [0, 1] 7→ tx ln(1 + t) est une fonction continue donc intégrable sur [0, 1].
Pour −2 < x < 0, il y a un problème de convergence en 0. Mais alors avec ln(1 + t) ∼ t pour t → 0, tx ln(1 + t) ∼ tx+1.

Comme pour tout x > −2, x + 1 > −1 alors
∫

1

0
tx+1dt existe et ainsi d’après le Théorème de comparaison pour les

intégrales impropres, F (x) existe. En conséquence l’ensemble de définition de F est bien ] − 2,∞[.
(b) En premier lieu, la fonction (x, t) → tx ln(1 + t) est bien continue sur ] − 2,∞[×]0, 1] comme produit de fonctions
continues. Soit a > −2. Alors pour tout x ≥ a, pour tout t ∈]0, 1], tx ≤ ta. En conséquence, pour tout x ≥ a,
∣

∣tx ln(1 + t)
∣

∣ ≤ ta ln(1 + t) = g(t) pour tout t ∈]0, 1]. Mais
∫

1

0
g(t)dt < ∞ donc d’après le Théorème de continuité des

intégrales dépendant d’un paramètre, F est bien continue sur [a,∞[. Comme cela est vrai pour tout a > −2, on en déduit
que F est continue sur ] − 2,∞[.
(c) La fonction f(x, t) = tx ln(1 + t) est de classe C1 sur ] − 2,∞[×]0, 1] comme produit de fonctions de classe C1. Par
ailleurs, la fonction f(x, t) est telle que ∂f

∂x
(x, t) = tx ln t ln(1+ t) pour tout x > −2 et t ∈]0, 1]. Ainsi, comme ln(1+ t) ≤ t

pour tout t ≥ 0, pour tout a > −2 et tout x ≥ a,
∣

∣

∂f

∂x
(x, t)

∣

∣ ≤ ta+1| ln t|. Mais
∫

1

0
ta+1| ln t|dt < ∞ d’après le Théorème

de comparaison des intégrales impropres, car comme a + 1 > −1 il existe −1 < b < a + 1 tel que ta+1| ln t| ≤ tb pour

tout t ∈]0, 1] et
∫

1

0
tbdt < ∞. Donc avec g1(t) = ta+1| ln t| on est bien sous les hypothèses du Théorème de dérivation des

intégrales dépendant d’un paramètre: F est de classe C1 sur [a,∞[ pour tout a > −2, donc de classe C1 sur ] − 2,∞[.
(d) Soit la suite de fonctions (gn(t))n∈N telle que gn(t) = tn ln(1 + t) pour tout t ∈ [0, 1]. Comme vu précédemment,
∫

1

0
gn(t)dt = F (n) existe pour tout n ∈ N et |gn(t)| ≤ ln(1 + t) avec

∫

1

0
ln(1 + t)dt < ∞. De plus pour tout t ∈ [0, 1],

gn(t) −→
n→+∞

g∞(t) avec g∞(t) = 0 si t ∈ [0, 1[ et g(1) = ln(2). En conséquence d’après le Théorème de Lebesgue,
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∫

1

0
gn(t)dt −→

n→+∞

∫

1

0
g∞(t)dt = 0.

Il est clair que pour tout t ∈ [0, 1], si x ≥ y > −2 alors 0 ≤ tx ≤ ty donc comme ln(1+ t) ≥ 0, 0 ≤ tx ln(1+ t) ≤ ty ln(1+ t),
soit F (x) ≤ F (y): la fonction F est bien décroissante sur ] − 2,∞[.
Pour tout x ≥ 0, [x] ≤ x < [x]+1. Or quand x → ∞, [x] ∈ N → ∞ et [x]+1 ∈ N → ∞, donc F ([x]) → 0 et F ([x]+1) → 0.
Comme F est décroissante, F ([x] + 1) ≤ F (x) ≤ F ([x]) doc d’après le Théorème des “gendarmes”, limx→∞ F (x) = 0.
(e) On sait que ln(1 + t) =

∑

∞

n=1
(−1)n+1 tn

n
pour tout t ∈] − 1, 1[.

(f) Soit donc Jn(t) =
∑n

k=1
(−1)k+1 tk+x

k
où x > −2. Donc Jn(t) = tx

∑n

k=1
(−1)k+1 tk

k
. Il est clair que pour t ∈] − 1, 1[,

Jn(t) → tx ln(1 + t) quand n → ∞. De plus
∣

∣Jn(t) − tx ln(1 + t)
∣

∣ ≤ tx
∣

∣

tn+1

n+1

∣

∣ d’après le critère des séries alternées (la

fonction n → tn+1

n+1
est décroissante avec n). Donc dès que n ≥ 1, pour tout x > −2,

∣

∣Jn(t) − tx ln(1 + t)
∣

∣ ≤ 1

n+1
et

limn→∞
1

n+1
= 0. La série de fonctions (Jn(t)) converge uniformément sur [0, 1].

On sait que pour une série de fonctions uniformément convergente de fonctions continues on peut intervertir la somme et
l’intégrale. Donc pour tout x > −2,

∫

1

0

lim
n→∞

Jn(t)dt = F (x) =

∞
∑

k=1

∫

1

0

tk+x

k
dt =

∞
∑

k=1

(−1)k+1 1

k

[ 1

x + k + 1
t
x+k+1

]1

0
=

∞
∑

k=1

(−1)k+1 1

k(k + x + 1)
.


