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Corrections de quelques exercices de la feuille n° 1:

Equations différentielles

(1) (**) On considere I'équation différentielle ¢y = siny avec y(0) = yo et yo €] — m, 7[. Montrer

qu’il existe une unique solution a ce probleme de Cauchy. La déterminer lorsque yo = 0. Si
Yo €]0, [, montrer que toute solution appartient est croissante. Avec le changement de variable

= In|tan(y/2)|, déterminer une solution maximale de ’équation lorsque yo €]0, 7|, puis en
trouver une lorsque yo €] — m,0[.

Proof. *Résoudre le pb lorsque o = 0

(R, 0) est solution maximale. En effet: Vo € R, u(z) = 0 = u/(x) = 0 = sin(0); u(0) = 0 Yo-
Remarque: (R,k7) solutions du pb y'(z) = siny(z) avec k € Z car Vz € Ryu(z) = kr = u'(x) = 0 et sin(kw) = 0.
Or (R,km),Vk € Z ne sont pas solutions du pb car u(0) = km # 0 si k # 0.

(a) Si0 < yo < ™ = Vz € R, u(z) vérifie: u'(x) = sin(u(x)); u(0) = yo €]0,7[. Vérifions que Vz € R, u(z) €]0, 7|
qd 0 < yo < 7. Par ’absurde:

1) Supposons qu’dz: € R tq u(z1) < 0 = u(z1) < 0; u(0) = yo €]0,7[ et 21,0 € R. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires: Iz2 € [0,21] (ou [z1,0]) tq u(z2) = 0. w est solution de: y'(x) = siny(z); y(x2) = 0. Ce pb a la
solution évidente (R, 0) donc v = 0 sur R i.e. Vz € R, u(z) = 0 donc u(0) = 0 contredit u(0) = yo €]0, 7[.

2) Supposons qu'dzs € R tq u(zs) > © = u(xs) > m; u(0) = yo €]0, 7 et x3,0 € R. Par le théoréme des valeurs
intermédiaires: x4 € [0, 73] (ou [x3,0]) tq u(za) = 7,74 € R. u est solution de: y'(x) = siny(x); y(z4) = 7. Ce
pb a la solution évidente (R, 7) donc u = 7 sur R i.e. Vo € R, u(xz) = 7w donc u(0) = 7 contredit u(0) = yo €]0, 7[.
Bilan: Vz € R,u(z) =€]0,7[si 0 < yo < 7, Vz € R, u(z) =€]0, 5[ si 0 < yo < 7 donc Eltan(“<z ) > 0 (on remarque
que u derivable car 3y’ = sin(y)).

Soit @ : & — u(x) — “(21) tan "<z — In (tan “(I)) La fonction @ est donc bien définie sur R et est dérivable.
(b) Si —m < yo < 0. On verlﬁe de la méme maniére que dans le cas (a) que: Vx € R, u(z) €] — m,0[ qd
-1 <y <0=VeeR, “(I) €] —Z,0[si —7 < yo < 0 donc Htan(“(z)) <0=> |tan(“(z))\ = tan(”(z)) >0=
®(x) = In(— tan(“(‘”))) est blen deﬁme sur R et est derivable.

b(z) = 1n(|tan("<;>)|) = ®'(z) = 1,vz € R = fz d'(s)ds = fz 1ds avec g = 0. Donc ®(z) = ®(0) + =z &
[tan(“2)| = |tan(X2)[e®, Vo € R. Vz € R, tan(“2) = ¢(z) tan(% %
De plus, €(0) = 1 donc Vx € R, ¢(z) = 1, d’ou tan(* z)) = tan(%)e” = u(x) = 2arctan(tan(%)e”), pour tout
z € R. O

)e® avec € : R— {—1,1} = €(z) =

(*) Résoudre l’équation différentielle y” — 2y’ 4+ y = 6ze®.

Proof. La solution est y(x) = e”(2® + Az + p). O
(*) Résoudre I'équation différentielle y” 4+ y = cos(wz) avec w € R fixé.

Proof. Siw =0, la solution générale est 1 -+ ¢; cosx + ca2sinz, ol ¢1,¢c2 € R. Si |w| = 1, la solution générale est

%x sinx + c¢1 cosx + casinx, ou c1,c2 € R. Sinon la solution générale est ﬁ cos(wz) + ¢1 cosx + casinz. On
remarque que l'on a la convergence simple: f, — f1 avec w — 1. O
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(**) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
initiale y(1) = 0:

242y =2—y xy' +y =cosx 3xy —dy ==
20(1—2)y + (1 —22)y=1 z(z+1)y +y=arctanz z(2? — 1)y +2y =xlnz — 2%

Proof. a) (2+z)y’ =2 —y. La solution générale est y(z) =2+ - 2 pour < 2 ouz > 2 avec A €] — 2,00].

constante+sin x

b) zy’ +y = cosz. La solution générale est y(z) = = pour x €]0, o0l

¢) 3zy’ — 4y = x. La solution générale est y(x) = Az*/® — z pour z €]0, ool.
d) 2z(1 — z)y" + (1 — 2z)y = 1. La solution générale est y(z) = %\/%M pour z < 0, y(z) = %\/%H“
—Argcosh(2x—1)4v

2y/x2—z
e) z(z + 1)y’ + y = arctanx. La solution générale est y(z) = =t arctanz + S (In \/””i -+ A) pour z €]0, col.

pour 0 <z < 1ety(z)= pour 1 < z. Mais il n’est pas possible d’avoir y(1) = 0!

) 2(2? — 1)y’ + 2y = zlnz — 2°. La solution générale est y(z) = (14+2z)Inz 4+ 14 Az) pour z €]0, 1[U]1, o],

mais on ne peut pas étendre cette solution en 1.
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(**) Déterminer une solution maximale des équations différentielles suivantes:
(1+2%)y —22y=0; v —2y=ze ?l; 2/ +y—Injz|=0; 1+ 1)y —y=0.

Proof. a) (1+ 2%y’ — 2xy = 0. La solution générale est y(z) = A(z? + 1) avec A € R.

b) y —2y = ze~1*!. La solution de I’équation homogene est y(z) = Ae?”. On effectue ensuite une MVC, ce qui
donne X (z) = ze” 1”172, Pour 2 > 0: X(z) = we " donc A = — 32 e73% 4 1y et donc y(z) = — 2%t e " + pe”
Pour x <0:ona \(z) =ze * donc A= —(z+1)e ® et donc y(z ) —(z + 1)e” + pe®.

On peut raccorder en 0 (y et y') si et seulement si A = = —
¢) 2y’ +y—In|z| = 0. Il y a un second membre. Les solutions sont de la forme y(z) = In|z| — 14 2 si z €] — 00, 0]
ou z €]0, oo].

d) (14 1)y’ —y =0. la solution yo = kjL sur lintervalle | — oo, 1] ou ]1, col. O

©loo

(***) Chercher les solutions de '’équation différentielle z(z? — 1)y’ + 2y = 22. Existe-t-il une
solution définie sur R?

Proof. Les intervalles de définition sont les: I =] —oo; —1[, o =] —1;0[, Is =]0; 1[, I =]1; +oco[. De plus, puisque
x — x(x® — 1) est impaire, une solution f3 sur I3 donne une solution sur I par fa(t) = fa(— — t) et de méme pour
Is et Iy.

L’équation homogene associée (E) est (EH) 3 — a(y) = 0 avec a(z) = 52— = 2(2

T = — —==). Les solution de

(EH), qui est du premier ordre et linéaire, sont donc les © — /\gcf—il.

®(z), ce qui mene & ®'(z) = 1

22
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Pour trouver une solution particuliere, on effectue une MVC en posant y(x) =
et donc ¢(z) =Inz.

Ainsi, la solution générale est de la forme y(z) =
plus haut.

3 (Inz + A), avec k € {1,2,3,4} sur un des intervalles décrits

Pour que les solutions se recollent bien en 1, il faut que A3 = A4 = 0, ce qui donne y(x) = £ 214‘_‘1", y(1)=3,4y1)=3

et il faut en plus que cette solution admette une limite en 0 qui vale 0. Comme de £ admet aussi un limite en 0,

le prolongement par continuité plus prolongement par parité est de classe C* sur R et la solution unique est donc,

lmz In z2
2 z2-1 °

sous une forme ’clairement’ paire: y : x —

O

(**) Déterminer une solution maximale des équations différentielles 3 — ytanz = (1 + cosx) ™!

et y cosz +ysinz =1+ z.

Proof. a)y —ytanz = (14 cosxz)™". Sur Iintervalle, I, =] — 5 +pm; 5 +prf ol p € Z, on trouve comme solution
de ’équation homogene yo = ﬁ Ensuite on utilise la MVC et on obtient k' = lj_isogs”z, que l'on intégre avec
t = tan(z/2). Finalement on trouve comme solution générale y(z) = w

b) y' cosx + ysinz = 1+ x. Sur lintervalle I, =] — Z + pm; § + prr[ ot p € Z, on trouve comme solution de
Iéquation homogene yo = k cos . Ensuite on utilise la MVC et on obtient k' = 5% et donc y(z) = (1+z)sinz +

cosz In(cos x) + const cos x. O
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(***) Soit f une application continue de R dans R admettant une limite finie £ en +00. Montrer
que toute solution de I’équation différentielle 3’ + y = f(z) admet une limite finie en 4o0.

Proof. On connait les solutions de 1’équation homogene Y (z) = Ae™", on trouve donc une solution particuliere
par la MVC et au final x — e_z[foz e’ f(t)dt] + const est solution pour tout A € R.

Supposons que lim f = 0 et posons h(z) =e™* foz e’ f(t)dt. Alors f est bornée sur R et donc |f(z)| < A, Vz > 0.
Sie > 0, il existe X > 0 tel que pour tout ¢ > X, on ait f(t) < e. Mais Yz > 2X, h(z) < Afox/Q eTEf(H)dt +

f:/g et~dt = Ae=*/? + €, qui est plus petit que 2 pour z suffisamment grand. Donc

lim h(z) =0
r——+400
Dans le cas général, si f a pour limite ¢, on considére f — ¢ et on montre que h a pour limite £. O

(***) Existe-t-il des solutions de classe C! sur R de I’équation différentielle 3’ + 2,/y =07

Proof. La fonction \/y doit étre définie donc y > 0 = y' = —2,/y < 0 donc y décroissante.

b) Soit § = inf {z € R, y(x) = 0}.

* 81 § = —oo alors y = 0 est la solution sur R.

% si § = 400 alors on doit avoir y > 0 sur R: @ — /y(z) est C' sur R = y/(z) = —2,/yest C' et y <0 =y
est C2. Or (v')° = (—2y%)° = (¥)* = 4y. On en déduit que y'(y” —2) = 0. Mais y’ # 0, d’'olt ¥/ = 2 sur R
=y=a>+br+c>0= A <0=b"=4c mais alors y(—2) = 0 contradiction.

x si § € R: alors Vo > 6, y(6) = 0 car y est décroissante et y > 0. Par definition de §, Vo < §,y(z) > 0=y'(z) <0
sur | — 00,8, ¥/ (z) = =2,y = ¢ (z) = 2, dott y(z) = 2> + ba + ¢, soit y(§) =0, y'(6) =0 = b= —26 et c = §°.
Donc la solution finale est: y(z) = (x —§)*siz < et y(z) =0siz > 6. O

(**) Déterminer une solution maximale de Péquation différentielle 3 4 y = e~1*l,

Proof. Si0¢ I, cest facile, la solution maximale est y(x) = Acosz + usinx + %efm ou A\, u €R.
Si 0 € I, on peut recoller en faisant attention et on obtient y(z) = Acosz + psinz + %ez siz <0, y(z)
Acosz + (p+1)sinz + se” six > 0.

ol

(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle 23" — 3 — 423y = 0 apres avoir
Yy 2 .
vérifié que y(x) = e*” est solution.

Proof. Par la MVC, on trouve A" = 4(—1)X donc X' = Aexp(In|t| — 2t*) = Bte™2"” avec A = +B, donc
A=ae 2 4 B et y(x) = e 4 ﬁezz sur R avec o, 8 € R. O

(**) Déterminer une solution maximale de ’équation différentielle (1 + 22)y” + zy’ —y = 0 en
effectuant le changement de variable x = sht.

Proof. La solution est y(x) = A(v/1+ 22 + z) + u(v/1+ 22 — z) sur R avec \, i € R. O

(**) Déterminer les éventuelles solutions sur R de 1’équation différentielle 223" +4zy’' +(2—22)y =
1 en posant v = z?y. Quelle est leur classe?

u

Proof. Sur I = R** ou J = R*", on peut définir y sous la forme y = % et alors u = 2y, v’ = 2°y + 2y,

u" = z?y" +4xy’ + 2y, donc y est solution de 1’équation différentielle initiale sur I et J si et seulement si v —u = 1,
ce qui donne y(z) = W, VeellJ.

Pour qu’une solution soit continue en 0, il faut que A =1 et B = 0. Si on pose f(z) = “’5272“”’1 siz#0et f(z) =1
si x = 0 alors f de classe C°°. C’est évidemment la seule solution de classe C*° sur R. O

(***) Soit f une application de classe C! sur R, monotone et admettant une limite finie £ en
+00. Montrer que toute solution de 1’équation différentielle y” + y = f(x) sont bornées sur Rt
et que cette équation admet une unique solution ayant une limite finie en +ooc.
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Proof. Cette équation admet pour solution ¢(z fo Ysin(z — t)dt + Acosx + Bsinz. Or, griace 4 une
integration par parties:

/ ft)sin(z — t)dt = f(z) — f(0) cosz — / f'(t) cos(x — t)dt

et de plus, f est bornée sur RT. Comme f’ est de signe constant, l'intégrale f |f(t)|dt est bien définie au sens
de Lebesgue et donc f'(t) cos(x — t)dt est integrable et

\/ £t cosm—tdt\<// 1£(0) = f(+00)].

La fonction ¢ est donc bien bornée. De plus on peut écrire

o(x)=(A—-f(0 / f'(t) costdt) cosx 4 (B — / f'(t)sintdt) sinz

donc pour que ¢ admette une limite finie en +o0, il faut annuler les deux coefficients en +oo, donc il faut que
0)+ [, f/(t)costdt et B = [ f'(t)sintdt. O

(**) Déterminer la solution maximale de 1’équation différentielle 3y’ = —y? avec la condition
initiale y(0) = 1.

Proof. Soit (I,u) une solution maximale de ce probléeme. On suppose que u s’annule sur I en un point zo. En
étudiant les solutions du pb de Cauchy: (2): v'(x) = —v*(z), y(zo) = 1 on aboutit & une contradiction. En effet,
par hypothese: u : I — R est une solution maximale du pb initial (1) = Vz € I,u'(z) = —u*(z),u(0) = 1. De
plus, on suppose que Izg € I tq u(zo) = 0 = Vo € I,u'(x) = —u?(2), u(xo) = 0,u(0) = 1 donc u est est solution
du pb (2) cest-a-dire que: u'(z) = —u?(z),u(2zo) = 0. De plus, (R,0) est une solution évidente du pb (2). En
effet: Vo € R, u(x) = 0 = u(xo) = 0; v/(z) = 0 et v*(x) = 0 donc u'(z) = —u?(z). Ici: f(z,y(z)) = —y? ().
(z,y(x)) — y(z) — y*(z) — —y?(z) est C* comme composée de 3 fonctions C*, d’ou f est C* sur R x €, on peut
donc appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il y a unicité de la solution maximale et donc: si (I,u) solution
maximale et on a vu que (R,0) est une solution alors R C I cad I = R et uw = 0 sur R c’est-a-dire que Vz € R,
u(z) = 0, en particulier u(0) = 0 impossible car cela contredit u(0) = 1. O

(**) Trouver toutes les applications f : R — R dérivables et vérifiant f'(t) = f(1/t) pour tout
teR:.

Proof. Sion pose z(t) = f(e*), alors 2/(t) = ( et 2/ (t) = et f'(e") +e* £ (e!). Don z”(t)—z’( ) 2tf”(et)
Mais pour tout z > 0, f”(z) = '(;)(—%) = 2 f"(z) = —f'(1) et comme f'(1) = f(a:) alors 22 f"(z) = — f(=).
On trouve ainsi que z vérifie I'équation 2" (t) — 2’(t) +2(¢) = 0, dont la solution est z(t) = e2? “(Xcos Lt—kusm \ft)
On en déduit alors f en écrivant que f(t) = z(Int) pour ¢ > 0. O



