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Vous pouvez traiter les questions dans I'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...
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1. (2 pts SOitI:/ —
(2 pts) N
Question facultative (2pts) Montrer que la fonction f(x,y) =y — 22 est mesurable sur R? et
en déduire que A est mesurable.

avec A = {(x,y) € [0,1]%, y < 2?}. Tracer A et calculer I.

Proof. Tracé=(0.5pts). Avec le Théoreme de Fubini (que I’on peut appliquer car on intégre une fonction continue

sur Padhérence de A), on a I = fl (

T2 . . oy . — —
0 IN diy)z)dm. Mais une primitive de (a — y)™2 est (a — y)~ ! donc

0 (It+az?—y
232
I= fol [(1 +a? - y)fl]o dz = fol dx — fol(l +2?)"'dz = 1 — Arctan(1) = 1 — Z. (1.5pts)
La fonction f(z,y) = y — x° est mesurable car continue sur R?. Or f~*(] — 00,0]) = {(z,y) € R?, y < 2%}

est un ensemble mesurable de R? car | — 00, 0[ est un pavé de R. Mais comme [0,1]? est un pavé de R? donc
est mesurable, et comme A = f7(] — 00,0[) N [0,1]%, alors A est mesurable comme intersection de 2 ensembles
mesurables (2pts). O
2. (3 pts) Soit la série entiere S(z) = Z (§> “72™. Déterminer le rayon de convergence de cette

n=1

série, puis 'ensemble de définition de S et de S’ (on rappelle que In3 ~ 1.09).

Inn _ . _ N _|pn3.lnn
Proof. On aa, = (%) = ¥ — p=In3 Par la régle de Cauchy, ar/™ = e ™3 done al/™ — 1 quand

n — oo: le rayon de convergence de S est 1 (0.5pts). Donc S est définie sur | — 1,1[ et méme de classe C*° sur
]—1,1[ (0.5pts).
De plus S(1) existe car S(1) = > n~ "2 est une série de Riemann avec o = In3 > 1; de méme S(—1) existe d’apres

le Théoreme de comparaison des séries car |n7 1"3(—1)”} < n~'3 pour tout n > 1. donc I’ensemble de définition

de S est exactement [—1,1] (1pt).

Enfin, S'(1) = Y n'""™? diverge (comme série de Riemann) et S'(—1) = > n'~™¥(—1)" converge comme série
alternée ((n'™'3),, est bien positive, décroissante et tend vers 0). Donc I’ensemble de définition de S’ est [—1,1]
(1pt). O

3. (11 pts) Soit 'équation différentielle:
(E) dx gy (z) — 24 (x) + 9% y(x) = 22
(a) Soit la fonction f(x) = |z|?/2. Montrer que f est de classe C* sur R mais pas de classe C2
sur R. Tracer sommairement f.

(b) Déterminer les ensembles sur lesquels on peut rechercher des solutions maximales de (E)?

(¢) Soit y une solution de I’équation homogene (EH) associée a (E). Pour x > 0, on pose
y(x) = z(x3/?). Montrer que z est alors solution de I'équation différentielle 2”(t) = —z(t).
Déterminer ’ensemble des solutions de cette équation et en déduire I’ensemble des solutions
de (EH) telles que z > 0.



(d) Déterminer la solution de (FH) telle que y(0) = 1 et y(zp) = 0, avec xg = (g)2/3. Donner
le développement en série entiere de la solution en précisant son domaine de validité.

(e) Déterminer I'ensemble des solutions de (E) sur ]0, oo.

(f) On suppose qu'il existe une solution S de (EH) développable en série entiere sur | — R, R|
ou R > 0, soit S(z) = D02 yanz™, ou (a,) est une suite de réels. Déterminer alors une
relation de récurrence vérifiée par (a,), puis en déduire I’expression générale des solutions
de (E) développable en séries entieres sur |0, co[. Montrer que toute fonction de 1’ensemble
des solutions de (E) ne s’écrit pas forcément comme une série entiere. Pourquoi?

Proof. (a) 1l est clair que pour = > 0, f(z) = 2%/ donc f est de classe C* sur ]0, oo[ et pour = < 0, f(z) = (—z)*/?
donc f est de classe C*° sur | — 0o, 0[. Le probléme est en 0. La fonction f est clairement continue en 0 (f(0) = 0).
De plus f(z)/x = signe(zx) |z|*/?, donc f(z)/z — 0 quand = — 0: la fonction f est bien dérivable en 0, et comme
f'(z) = 22? pour x > 0 et f'(z) = —2(—2)/? pour x < 0, limz—o f'(z) = f'(0) = 0: f est bien de classe C' sur
R (1pt). Enfin, f'(z)/z = 3|z|7*/? donc lim,—o f'(z)/z = co: f’ n’est pas dérivable en 0 et f n’est donc pas de
classe C? sur R (mais seulement sur R*) (1pt). Tracé=(0.5pts)

(b) On peut encore écrire (E) sous la forme: 4y”(z) — 2y/(z) + 9z y(x) = =, et les fonctions ¢ — —2, z — 9z et
x — x étant continues sur | — 0o, 0[ et ]0, 00|, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on pourra rechercher des
solutions distinctement sur chacun de ces ensembles (0.5pts).

(c) L'équation homogene (EH) est: 4y”(z) — 2y'(z) + 9z y(z) = 0. Si on pose y(z) = z(z*/?) pour z > 0,
alors ¢/ (z) = 22'/22/ (2%/2) et y"(x) = 327122 (2%/2) + J2 2" (2*/?). Siy est solution de (EH) on en déduit que:
32712 (@) 4 9x 2 (2%?) — 327 V2 (2%/?) + 9w 2(2*/?) = 0, soit encore 9z 2" (2*/?) + 9 x 2(2*/?) = 0. Comme
x> 0, en posant ¢t = 2°/?, on en arrive & 'équation z”(t) + z(t) = 0 (1.5pts).

On trouve que les racines de ’équation caractéristique associée a cette équation sont i et —i, donc les solutions de
cette équation sont de la forme: z(t) = Acost + psint, avec A\, u € R. Avec ¢t = 232, on en déduit que 'ensemble
des solutions de (EH) dans |0, oo est {y(m) = Acos(z%/?) 4 psin(x®/?), (\, p) € R2} (1pt).

(d) La solution telle que y(zo) = 0 et y(0) = 1 est y(x) = cos(z*?) (0.5pt). On connait le développement en

P 3/2
(2k)!

Z:‘;O(fl)k% pour tout z > 0 (1pt).

(e) On remarque que yo(z) = & est une solution particuliere de (E). On en déduit donc que I'ensemble des solutions
de (E) est: {é + Acos(z®/2) + psin(x®/?), (A, p) € R2} (1pt).

(f) Soit y(z) = D7 jana™ sur | — R, R[. Alors y'(z) = >_>7 nana" ' et y’(z) = > " n(n—1)a,z" . Donc
zy’ (@) = D07 n(n+ Danq12™ et 2°y(z) = > 00 an—22”. On en déduit que 4z y”(z) — 2y (z) + 92° y(z) =
dagr — 2a1 + - (4n(n + 1)ant1 — 2(n + D)ans1 + 9an—2)z". Ainsi, du fait de unicité du développement en
série entiere, si y est solution de (FH), alors pour les termes de degrés 0 et 1, a1 = a2 = 0 et on en arrive a
2n(2n — 3)an = —9 an—3 pour tout n > 3. Par itération, on voit que tous les indices de la forme 3n + 1 ou 3n + 2

—m #),n ao. Ceci montre que y(z) = ag cos(z>/?) (2pts).

série entiere: cost = Zzozg(—l) pour tout ¢ € R. En remplagant par ¢ = z°/, on obtient que cos(w3/2) =

sont nuls, et as, = an_3 donc asz, = <;n

La fonction sin(z®/2) n’est pas développable en série entitre, car elle n’est pas dérivable deux fois en 0 (du fait que
la fonction est équivalente & z3/2 en 0). Il est donc qu’elle ne puisse pas étre obtenue comme solution développable
en série entiere (1pt). O

4. (11.5 pts) Soit la fonction I(z) :/ cos(z t)dt.

o 1+t
(a) Montrer que I'ensemble de définition de I est R.

(b) Montrer que I est paire et continue sur R.

o t sin(xt)

(1+412)2
de montrer que cette derniere intégrale existe). En déduire lim,_, 1 I ().

(¢) Montrer que pour tout z € R, z I(z) =2 J(x) ou J(z) = / dt (on n’oubliera pas
0

(d) Montrer que J est de classe C! sur R et montrer que pour tout = € R, J'(z) = I(z) — K(x)

. > cos(xt
ou K(x) :/0 Mdt.

(e) Montrer que K est de classe C* sur R et montrer que pour tout = € R, K'(z) = —J(z).

(f) Déduire de ce qui précede que K est de classe C2 sur R, I de classe C! sur |0, co[, puis J et
I de classe C? sur 0, oo].



(g) Montrer que pour tout x > 0, x I"(z) + 2I'(x) = 2J"(x), puis que zI"(x) = z1(xz). En

déduire que I(z) = ge_z pour x > 0, puis sans calcul donner I'expression de I pour x < 0

et enfin pour = € R.

Proof. (a) La fonction f(m t) = <5@8 est de classe C® sur R? comme produit de fonctions de classe C> sur

14+t2
R?. De plus7 |C(f(x t)’ < 135z pour tout (z,t) € R? et foo dttg existe (= Arctan(+o0) = m/2). Donc d’aprés le

Théoréme de comparaison des intégrales impropres, F' existe pour tout z € R (1pt).

(b) Pour tout z € R, I(—x) = fooo Coi(_‘_tﬁt)dt fooo Cis_‘f;)dt = I(x): la fonction I est bien paire (0.5pt).

On a vu que la fonction f(z,t) = C(is_‘ff;) est de classe C* sur R?, et qu’elle est dominée par la fonction go(t) = 14—%
qui est intégrable sur |0, co[. Donc d’apreés le Théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre, I
est continue sur R (1pt).

(c) Avec une intégration par parties, zI(z) = [sm(zt) 1“2}0 + fooo %tgz);)dt = 2J(z). Cette intégration par

parties est possible car on montre que J existe avec le Théoreme de comparaison des intégrales impropres, du fait

que |2(t1%§9§§)| < 1+t2 pour tout (z,t) € R?, et foc 1itt? existe (1pt).
Comme pour z > 0, I(z) = 2J(z)/x et comme |J(z)| < fooo ljl_ttQ = % pour tout x > 0, on en déduit que que
I(z) < w/x pour z > 0 et donc limg .o I(z) = 0 (1pt).

(d) La fonction j(z,t) = 822D est de classe C sur R2. De plus, |j(z,t)] < 190(t) pour tout (z,t) € R?, et

A7)
2
comme %j(:p,t) = %, on a ‘a%j(xj)’ < go(t) pour tout (z,t) € R?. Ainsi comme go est intégrable sur
[0,00[, on a bien toutes les hypothéses du Théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre qui
sont vérifiées et on a J qui est de classe C* sur R avec J'( fooo t(lcjfé”)”;) dt (1pt).
Il est clair que J'( foo t<1°+°:§’)”;>dt fo %dt - Ooo (Cloi(;; dt = I(z) — K(z). On montre toujours

de la méme maniere que K existe (0.5pts).
a fonction k(z, est de classe sur e plus, |k(z,t)| < go(t) pour tout (z,t) € R, et comme
La fonction k(z,t) = 22@1 est de classe C* sur R?. De plus, |k(z,t)| < go(t tout (z,t) € R?, et

T (1+4t2)2
%k(m,t) = 7’&(1533(;)’;), on a |6 k(z t)’ < 1g0(t) pour tout (z,t) € R®. Ainsi comme go est intégrable sur [0, oo, on
a bien toutes les hypotheses du Théoreme de dérivation des intégrales dependant d’un parametre qui sont vérifiées
et donc K qui est de classe C' sur R avec K'(z) = — fooo t(fi:t(;)? dt = —J(z) (1pt).

(f) Pour tout € R, K’(z) = —J(z) et J est de classe C' sur R: K’ est donc de classe C* sur R, soit K de classe
C? sur R (0.5pts).

Comme zI(x) = 2J(z), on a I(x) = 2J(z)/z qui est de classe C* sur ]0, 00| car J est de classe C* sur R (0.5pts).
De la relation J'(z) = I(z) — K(x) on déduit que J est de classe C* sur )0, 00[ car I et K sont de classe C' sur
10, oo.

Enfin, & nouveau en utilisant I(x) = 2.J(z)/z, on en déduit que I de classe C? sur ]0, oo[ car on vient de voir que J
Pest également (0.5pts).

(g) Pour z > 0, on a J"(z) = I'(z) — K'(a:) et comme K'(z) = —J(x), on a donc J"(z) = I'(z) + J(z). Mais
comme J(z) = 3zl(z), on a J'(z) = 3(zl'(z) + I(z)) et J"(x) = 3(xI”(z) + 2I'(z)). Donc en remplagant, on
obtient % (zI"(z)+ 2I'(z)) =I'(z) + 2:0]( x), soit z(I"(z) — I(z)) = 0 (1.5pts).

Comme on travaille pour > 0, cette derniére équation revient & I"(x) — I(x) = 0 dont la solution générale est
I(z) = Xe® 4+ pe ™ avec (A, ) € R®. On sait que I1(0) = Z(= Arctan(+00)) et que lim, o I(z) = 0. Donc la
seule possibilité est que I(x) = Ze™* pour z > 0 (1 5pts).

Par parité on en déduit que pour x < 0, I(z) = §e”, puis que I(z) = 567”' pour z € R (0.5pts). O



