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Vous pouvez traiter les questions dans 'ordre que vous désirez. Beaucoup de questions peuvent étre
résolues méme si les précédentes n’ont pas été traitées...

1. (13 pts) Soit la série entiere:

i 2
S(z) = 2737”.
—n +2n

(a) Déterminer le rayon de convergence de S. En déduire le domaine de définition Dg de S
(étudier précisément les bornes de cet ensemble dans R).

b) Déterminer le plus grand ensemble ouvert I C R sur lequel S est de classe C1. Montrer que
1% g q q

S’ n’est pas définie en %

(¢) Donner le développement en série entiere de In(1 — 2z) en précisant 1'ensemble sur lequel ce
développement est valable. En déduire que pour tout z € I, z.5'(x) +2S(z) = — In(1 — 22).

(d) Soit I’équation différentielle
(E) zy'(z) + 2y(z) = —In(1 — 2x).

Déterminer I’ensemble des solutions de (EH) équation homogene associée a (E) sur ]0, 5.
(e) Montrer qu'une solution particuliere de (E) est la fonction yo(z) = 8%(4302 —1)In(1 —2x) —

Ztl  En déduire I'ensemble des solutions de (E) puis la forme explicite de S(z) pour z €0, 5.

Proof. (a) En utilisant la régle de d’Alembert, % el 2 donc R =1/2. (1pt).

On en déduit d’apres le cours que S est définie sur son disque ouvert de convergence soit | —1/2,1/2[. Par ailleurs,
pour z = +1/2, alors |a,2"| = m Or m ~ % et on sait que » n% converge. Donc d’apres le théoreme
de comparaison des séries absolument convergentes on en déduit que S est absolument convergente en £1/2. Ainsi
Ds = [1,1]. (1.5pt)

(b) On sait déja d’apres le cours que S est de classe C* sur I =] —1/2,1/2[. (0.5pts).

On sait que S'(z) = > | n;‘f;n 2", donc S'(3) =23 7, e Mais oo ~ L et on sait que Y L
ne converge pas. Donc d’apres le théoreme de comparaison des séries absolument convergentes on en déduit que
5'(1) = 0. (1.5pts).

(¢) On sait que pour z €] —1,1], In(1+z) = > | (_ILTLH z". Donc, pour z € [—3, 5[, In(1—2z) = =7 28 gm,
(1pt).
Onapourzel,zS(x)+2S@x)=> ", ngfgnx" +2> 7, ngiﬁxn =3 1(22)" = —In(1 - 2z). (1pt).

(d) L’équation (E'H) est telle que 23/ (x) + 2y(x) = 0. C’est une équation linéaire et on sait que I’ensemble Ex des
solutions maximales sur ]0, 2[ (ensemble sur lequel les fonctions sont continues) est un ev de dimension 1 tel que
En = {C exp ( - fox %dt), C eR}={%, CeR}. (1pt).

(e) Pour trouver une solution particuliere yo de (F) on utilise la méthode de la variation de la constante. Ainsi on
pose yo(z) = & pour x € I. Alors on obtient Iéquation wa = In(1 — 2z) soit C(z) = [“tIn(1 — 2t)dt. Par
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intégration par parties on en déduit que C(x) = [§¢* In(1 — 2t) ] + [* gpdt = 22 n(1—22) — [ (5 + % -
Zﬁ)dt 1(42® = 1) In(1 — 22) — W' Par suite, on en déduit que
1 2 T + 1
yo(z) = @(433 —1)In(1 — 2x)) -~

est solution de (E). (3pts).
En conséquence ’ensemble des solutions de (F) est:

r+1 C
E= {8 — (42" —1)In(1 — 22)) — T2 CeR} (0.5pts).

Comme S est solution de &, continue en 0 (car 0 € I), s’annulant en 0 on cherche une solution de £ prolongeable

par continuité en 0 en 0. Or le développement limité d’ordre 2 de gz (4w —1)In(1 — 2a7)) est ZtL + o(1) donc en

0, yo est prolongeable par continuité et vaut 0. En conséquence S = yo. (2pt).
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2. (15 pts) Soit la fonction f(x) :/ e’
0

Montrer que ’ensemble de définition de f est [0, ocol.

Montrer que f est de classe C2 sur |0, ocl.

1 1 >
Montrer que pour tout z > 0, f(z) = o 3 / e ™ cos(2t)dt. En utilisant une double
€z 0

intégration par parties, montrer que pour tout x > 0, e " cos(2t)dt = ﬁ
0 T
1 1
(e) Montrer que Jim f'(z) = 0. En déduire que pour tout z > 0, f'(x) = 3 Inx — 1 In(z?® + 4).
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(a)

(b) Montrer que f est continue sur [0, ool.
)
)

)_

1
(f) Montrer que lim f(x) = 0. En déduire que pour tout z > 0, f(z) = Zln(

_i_i

arctan ( 5 ) 5

sin? ¢

(g) En déduire (en justifiant) que /
0

2

 sint s

déduire également que / 5 t = 5
0

s
dt = 5 A Taide d’une intégration par parties, en

—axt sin’ ¢

Proof. (a) Pour « > 0, la fonction g(x,t) = e~ " 22:% est localement intégrable sur ]0, 00| et prolongeable par
continuité en 0 par 1: le seul probléme d’intégration est donc en 4+oco. Mais |g(t)] < ;z pour tout £ > 1 et f = Ldt
existe. Donc par le théoréeme de comparaison des intégrales impropres positives, on en déduit que f existe sur
[0,00[. (1.5pt).

(b) La fonction g(z,t) est continue sur [0,00[* et |g(z,t)| < go(t) avec go(t) = sn’t bour tout (z,t) € [0,00[%.
Comme fooo go(t)dt < oo (en 0, prolongeable par continuité et en oo majorée par 1 /t?), d’apres le théoreme de
continuité des intégrales dépendant d’un parametre, f est continue sur [0, c0[. (1.5pt).

(c) Tl est clair que g(z,t) est de classe C* sur ]0,00[*. De plus, Zg(z,t) = —e "' %Qt et pour tout a > 0,
;Tg(ac t)‘ < gi1(t) = e * avec f g1(t)dt < co. Donc d’apres le théoreme de dérivation des intégrales dépendant

d’un paramétre, f est de classe C' sur [a oo[, donc sur ]0, co[. (1.5pt).

sin?t et pour tout a > 0, %g(ﬂc,t” < go(t) = ™ avec f g2(t)dt < 0.
Donc d’apres le théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parameétre, f est de classe C? sur [a, oo[, donc
sur 0, 00[. (1pt).

(d) On a f"(z) = [~ e sin®tdt = 5 [ e ™" (1 —cos(2t))dt soit f"(x fO e "tdt — 3 [T e " cos(2t) dt
car ces deux intégrales sont absolument convergentes sur ]0, co[ et on peut donc séparer la somme. Ainsi on obtient
bien que f"(z) = 5= — 5 foo ~*t cos(2t) dt. (1pt).

Soit I(z) = [ e ™ cos(2t)dt. Alors par intégration par parties, pour z > 0, I(z) = %([e_“ sin(2)]§° +

N BN 52 _ —xt
De la méme maniere, 5—>g(z,t) = e

xfo t sin(2t) dt) soit I(z) = 1z fo ! sin(2t) dt. En intégrant encore par parties, I(z) = (—[e‘“t cos(2t)]5°—

NH

4
(e) Pour z > 0, on a |f'(z)| < fg nftye”"'dt < 1 donc lim f'(z) =0. (1pt).

:cfo e~ cos(2t) dt) soit I(z) = % — %I(x). On déduit ainsi que I(z) = z%. (1.5pt).



Comme () = 55— 3 e ona f'(z) = fz (%‘% tzi‘l)dt = s Inz— 3 In(t>+4)+c avec ¢ tel que zlirlgof'(x) =0.
. . ’ 1 @ _ ’ 1 T

Mais on a aussi f'(z) = 5In (m) + ¢ donc ¢ = 0 et pour tout 2 > 0, f'(z) = 51n (m) (1.5pts).

(f) Pour z > 0, on a |f(z)| < fol nftye”*'dt < 1 donc lim f(z) =0. (0.5pts).

D’apres ce qui précede on a f'(z) = fz (% Inx — %ln(sﬂ2 + 4))dt. A Taide d’une intégration par parties, on obtient
Pexpression finale de f, qui s’annule bien en +00. (1.5pts).

(g) Pour finir, on utilise la continuité de f en 0 et donc f(0) = fooc Si;‘#dt = T gréce a l'expression de la question
(f). (1pt).

oo . 2 1. oo % 3 oo . 2 oo . ¢

Enfin, / bmz tdt = [~ sin2t7]5 + / Mdt = / sin )dt = / sin )dt =T par changement de
, t . t . , ¢ 2

variable. (1.5pt). O




