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Corrections de quelques exercices de la feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

> §in" z

dz.

(**) Déterminer, si elle existe, lim 5
n—oo |_ T

sin” z

Proof. 11 y a deux problemes de convergence: en £oo et en 0. En 0 deés que n > 2, est prolongeable
par continuité car sin® z ~ z"; donc pas de probléme pour la convergence. En +oo, |sin"z| < 1 et floo z 2dx
existe: donc il y a bien convergence de 'intégrale du fait du Théoréme de comparaison. On ne peut pas utiliser
directement le théoréme de convergence monotone car sin” x change de signe, mais on peut le faire avec (‘*%Z“')n
car cette suite de fonctions décroit avec n (on a bien pour tout € R, 0 < |sin™ ™! 2| < |sin” z|. Or pour tout = €

R\ {n/2+ kr, k € Z}, 1222 . 0. Done limy o S nsoion. nezy ol gy = limp oo [°, 2252 de = 0.

On en déduit que lim;,— ffooo Si’g‘ﬁ#dm =0. O

(**) Soit f : R — R une application continue et bornée. Apres avoir montré son existence,
n [e.e]
calculer lim ,/—/ e*"fo(a:)da;.
n—oo |\ T J_

Proof. Comme f est continue et bornée sur R, le seul probléme de convergence de 'intégrale a lieu en +oco. On
E_nmzf(l-)| < e " sup,eg | f(x)| (car f bornée sur

peut utiliser le Théoreme de comparaison puisque pour =z > 1,
R) et f;o e "dx = —L[e""]{° existe (on procéde pareillement en —o0).

On fait le changement de variable y = y/nz (qui est bien un diffomorphisme) et ainsi ffooo e~na? flz)dz =
% fjooo efyzf(y/\/ﬁ)dy. Soit fn(y) = 67y2f(y/\/ﬁ) pour n € N*. On peut appliquer le Théoreme de Lebesgue a
la suite de fonctions (frn) car | fn(y)| < supyer |f(:c)|(fy2 pour tout y € Retn € N* et fR eV’ dy existe (on majore
par e~ 1) et pour tout y € R, fn(y) e f(O)e_y2. Ainsi fjooo e_yzf(y/\/ﬁ)dy e f(0) [ _dey. Or on

(&
—o0

[e'e]

sait que \/#27 ffooo e~v?/ 2dy =1 (densité d’une loi gaussienne centrée réduite), d’ou avec le changement de variable

z=y/V?2, ffooo e dy = /7. En rassemblant tout cela on montre que lim,_ \/g fi"; e_"zzf(x)dx =f(0). O

(***) Montrer que la fonction x — foﬂ/2 t* In(tant)dt est de classe C* sur | — 1, 00].

Proof. Pour x > —1, il y a des problémes de convergence de Iintégrale en 0 et en 7/2. En 0, tant ~ ¢ d’oll
t®In(tant) ~ t*Int. Pour x > 0, on peut prolonger cette fonction par continuité. Pour —1 < = < 0, on peut écrire
que pour tout y tel que —1 < y < z, alors pour ¢ suffisamment proche de 0, [¢t* Int| < t¥ (ceci étant lié au fait que le
logarithme est négligeable devant toute fonction puissance). Or t¥ est intégrable en 0, donc t” In(tant) également.
En 7/2, t*In(tant) ~ (7/2)%In(tant). Mais In(tant) est intégrable en 7/2. En effet, pour 7/4 < a < 7/2,

f:/4 In(tant)dt = flmna 11_:52 dy avec le changement de variable y = tant et il est facile de voir que pour y > 1

< y~3/2 avec f 100 y~3/2dy qui existe. Donc d’apres le Théoréme de comparaison, f:;) 4 In(tant)dt existe

Iny
1+y2

et ainsi foﬂ/Q t* In(tant)dt existe.
La fonction f : (z,t) — t*In(tant) est continue sur | — 1,00[x]0,7/2[ et pour tout x € [m,M] ot —1 < m <

M < +o0, on peut dominer f par l'inégalité |f(z,t)| < (t™To<i<1 + M Ti<icr2)|In(tant)| = g(t) et d’apres ce
/2

alors

qui précede f o g(t)dt existe. On en déduit ainsi grace au Théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un

parameétre que T +— fOW/Q t* In(tant)dt est continue sur [m, M] pour tout —1 < m < M < 400, donc sur | — 1, oo[.
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La dérivée k-eme en z de t®In(tant) est (Int)*t®In(tant) et pour z € [m,M] oi —1 < m < M < +oo, on

peut dominer gfc—{ par l'inégalité |%f(1:,t)| < (t™Mo<t<r + tM Mi<icn o) In(tant)| | Int|* = g (¢) et d’apres ce qui

précede foﬂ/Q gr(t)dt existe. Ainsi, grace au Théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre, la

fonction = +— fOW/Q t® In(tant)dt est donc dérivable k fois sur [m, M] pour tout —1 < m < M < 400, donc sur
] = 1, 00[. Elle est donc bien de classe C* sur | — 1, co]. O

1 T
(***) Soit f : [0,00[— R une fonction continue et intégrable. Montrer que lim — / tf(t)dt =

T—00 I

Proof. Notons F(z f f(t)de. D’aprés Iénoncé on sait que lim, .o F(z) existe. Par ailleurs, avec une
intégration par partles = f tf(t)dt = %fox F(t)dt. Mais limg oo + f t)dt = lim. .o F(z). En ef-
fet, pour tout m > 0et z > m, f F(t dt 1 fom F(t)dt + =2 —— fﬂi F )dt. Mals d’apres le théoreme de la
moyenne, il existe ¢ tel que m < c¢ <z Verlﬁant F(c) = - fri F(t)dt. Donc lorsque z — o0, %fom F(t)dt — 0
(car fom F(t)dt existe et est fini) et £=2

x r—m

f:; F(t)dt — F(c). Ce résultat étant valable pour tout m, on peut
choisir m aussi grand que l’on veut et on a donc bien limg—, %fox F(t)dt = lim,—o F(z). Par conséquent, pour
x — oo, F(z fF dt—>Oetdoncff tf(t)dt — 0. O

(***) Soit 0 < o < B. Montrer que la fonction f(t) = (e — e~*)t~1 est intégrable sur R..
Aprés avoir posé g : (z,t) = (e — e H)t~!, montrer que g est continue sur [1,00]x]0, 00| et
vérifie le théoréme de dérivation d’une intégrale paramétrée (intégration par rapport a ¢). En

> 9 00
déduire / a—g(x, t)dt pour z > 1, puis en posant z = 3/«, déterminer / f(t)de.
0 0Oz 0

PTOOf. Montrons que f(; nftyf(t)dt existe. Il y a des problemes de convergence en 0 et en co. En 0, e Pt _emot

(1—-p6t) — (1 —at) ~ (a— P)t, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable en 0. En +oo,
e Pt —et ~ e car B > a > 0, donc f(t) ~ —e~*t"!. En conséquence, pour t suffisamment grand,
f(t) <t72, donc d’aprés le Théoreme de comparaison f est intégrable en +oo (car 2 I’est).

La fonction g est continue sur [1,00]x]0, co[ comme somme et fraction de fonctions continues sur [1, c0]x]0, col.
On sait que pour u > 0, 1 —u < e™*. Ainsi, pour tout 1 < z < mett € [0,1], |g(z,t)| = (7" —e ™)t <
(1 -1 —at))t™" <m. Pour t > 1, |g(x,t)| = (e7F — e ™)t™ < e t7. Posons h(t) = mlo<icy + e "t i1
Alors on a bien |g(z,t)| < h(t) et f h(t) existe. Donc grace au Théoréme de continuité des intégrales dépendant
d’un parameétre x — fo x,t)dt est continue sur [1,m] pour tout m > 1, donc elle est continue sur [1,o0].
Pour la dérivation, il faut dériver g par rapport a x et on obtient a%g(:c,t) = —e " pour tout x > 1 et t > 0.
Mais ’%g(xy t)| < e~ pour tout z > 1 avec fooo e 'dt qui existe, donc grace au Théoreme de dérivation des
intégrales dépendant d’un parameétre, on arrive bien & montrer que z +— fooo g(z, t)dt est dérivable sur [1,00] et

fooo gg (z,t)dt = f e tdt = —l pour x > 1 Aussi fooo g(z,t)dt = —Inx donc avec © = B/« et le changement

de variable t' = t/a, fo (8/a,t) dt fo =Ilna—Ing. O

1
(**) Soit f(z) = / e In(t)dt. Quel est ’'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité
0

de f? Déterminer lim, .o f(z). Sur quel ensemble la fonction f est-elle de classe C'? Trouver
une équation différentielle vérifiée par f et en déduire I’expression de f.

Proof. L’intégrale fol e~ " In(t)dt pose un probléme de convergence uniquement en 0. Mais en 0, pour tout = € R,

e “ln(t) ~ Int et fol In tdt existe. Donc d’apres le Théoreme de comparaison, f existe pour tout = € R.

Il est clair que la fonction (x,t) — e~ In(t) est de classe C> sur Rx]0,1]. De plus pour tout m € R et pour
tout x > m, |e” In(t)| < e "™ Int pour tout t €]0,1] et fol e "™ Int existe. On en déduit grace au Théoreme de
continuité des intégrales dépendant d’un parametre que f est continue sur [m, oo[, donc sur R. On peut dériver
par rapport & z la fonction f(z,t) = e *“In(t) et on a aif(x t) = —te” " In(t). Il est encore possible de majorer
2 f(z,t) par la fonction e "™ Int pour tout z > m et t €]0,1], fonction intégrable sur ]0,1] et ainsi grace au
Théoreme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre, f est dérivable sur [m, oo[, donc sur R. On
obtient de méme que f est de classe C! sur R.

La dérivée de tInt est 1 + Int et une primitive (en t) de e est —e™ " /x, donc on peut faire une intégration par
parties de f'(z) = —f te"™ Intdt et on obtient f'(z) = —[—tlnte ™ /z]) — fol(l +1Int)e ™ /xdt = [e7 /2?]g —
f(x)/z = (e™® —1)/2® — f(x)/x. Ainsi f est bien solution d’une équation différentielle.

On résoud cette équation en trouvant d’abord les solutions de I’équation homogene soit f'(z) + f(z)/z = 0, ce qui
implique que f(x) = x% pour tout C € R et « €] — 00,0[ ou |0, co[.

—tx
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(***) Pour tout p € R tel que |p| # 1, on pose I(p / In(1 — 2pcos @ + p?)df. A Paide de

changements de variables, calculer I(—p) et I(1/p) en fonction de I(p). Montrer que I(p?) = 2I(p)
et en déduire pour tout p €] — 1, 1] que I(p) = 0, puis 'expression de I(p) pour |p| > 1.

Proof. Dés que |p| # 1 alors I(p) existe. En effet, 1 —2pcosf+p? = (p—cos8)? +sin> 0, donc 1 —2pcosf+ p> > 0
pour tout @ € [0, 7]: Pintégrale n’est donc jamais impropre.

Avec t =7 — 6 alors dt = —d#f, et I(p f In(1 — 2pcos(m — t) + p*)dt = I(—p). De plus, I(1/p) = foﬂ In((p* +
2pcosf +1)/p?)dd = I(p) — 2w In|p| des que p # 0.
Comme les intégrales sont absolument convergentes, I(p)+I(— fo In((14 p*)? —4p° cos® 0)d = foﬁ In(1+p* —

2p” cos(20))df = 1 0277(1 + p* — 2p® cos0')dO’ avec 6 = 26. En decoupant fo = fo + f:ﬂ et avec un changement
de variable §” = 27 — ¢’, ffﬁ = ", En conclusion, [ In(1+ p* —2p*cos(20))d6 = I(p®), et comme I(p) = I(—p),
on a bien I(p?) = 21(p).

Pour tout p €] — 1,1[ et tout n € N*, I(p*™) = 2"I(p). On aimerait passer & la limite et ainsi considérer
lim,,—c0 I(p®™). On va montrer que I est continue sur | — 1, 1[. La fonction (p,0) — In(1—2pcos @+ p?) est continue
sur | — 1, 1[x[0,7]. De plus pour tout |p| < 1, 1 —2pcos@ + p> = (1 — pcosh)? +sin® § € [sin® 6,2 + 2| cos §|] pour
tout 6 € [0,7]. Donc |1n(1 —2pcosf + p2)| < max (2|1n(sin0)|,ln(2 + 2|cos€|)) = g(0) pour 0 €]0,7w[. Mais il
est clair que foﬂ In(2 + 2| cos 0|df comme intégrale définie, et si [ |In(sin6)|df est une intégrale impropre, elle a
des probleémes de convergence en 0 et en 7, mais en 0 par exemple, |In(sinf)| ~ —In6 et In 6 est intégrable en 0;
fow g(0)d0 existe. Par suite, I est bien continue sur |—1, 1[. En conséquence pour tout |p| < 1, limp—eo I(p*™) = I(0)
et donc I(p) = limy—co 27" I(p*™) = 0.

Enfin comme I(p) = I(1/p) — 2mIn|p| pour |p| > 1, on en déduit qu’alors I(1/p) = 0 et donc I(p) = —2x In |p| (on
s’apercoit d’ailleurs que I est continue en £1).

* sint
(***) On pose F(x) = / Te_mdt pour tout x € R4. Montrer que F est dérivable sur Ry
0

> t
et calculer F'(x). En déduire / SlTndt
0

Proof. L’intégrale f OOO %efm dt a un probléme de convergence en 0 et en co. Mais comme sin ¢/t est prolongeable
par continuité en 0, il n’y a en fait pas de probleme de convergence en 0, et ceci pour tout x € R4+. En 400, pour
tout x > 0, S‘“t 7t””| < e et foo e ' dt existe donc d’apres le Théoreme de comparaison, F' existe. De plus,

pour z = 0, foo q”“%lt existe (on peut faire une intégration par parties), donc F' existe pour = € R4.

Soit f(z,t) = Smte*m Alors f est de classe C! sur Ry x]0, co[ comme produit de fonctions de classe C* sur le méme

ensemble. De plus pour tout a > 0 et z > a, |f(z,t)| < e * avec [[* e *"dt qui existe et & f(x,t) = —sinte "
vérifie ’81 (z, t)| < e également. Donc F est de classe C' sur [a, o0 pour tout a > 0, ce qui signifie que F' est

de classe C! sur R% avec F'(z) = — fooc sinte™ " dt.

En 0, il est clair que F(0) = fooo Si“tdt Pour montrer la continuité de F' en 0, on ne peut pas utiliser le Théoreme de

convergence dominée car F' est une intégrale semi-convergente en 0. Soit qS f 0 S”‘ tdt pour A > 0. Alors pour

tout > 0, par intégration par parties, fo (z t)dt = e_TAqﬁ( )+ a:fo _Tydy. Comme ¢ est bornée, pour

x > 0, on peut passer & la limite A — oo, alors F(x fooo Sl“tdt +x f ng e~ *Ydy. Par changement de variable,

z = xy, on obtient que x fo P(y)e "Vdy = fo 10} z/:p) “?dz. On peut alors prolonger la fonction x — ¢(z/x) définie
sur |0, co] par une fonction g(z, z) = ¢(z/z) pour z > 0 et g(0, z) = limy— o0 ¢(u) pour tout z > 0. Il nous revient
donc de montrer la continuité de fooo g(z,z)e”*dz. La fonction (z, z) — g(x, z)e™* est continue sur [0, co[x]0, co] et
de plus, |g(w z)|efz < ¢(0, z)e™* pour tout z > 0 avec foo e~ “dz qui existe. Donc on a bien continuité de la fonction
a;»—>f “*dz en 0 et donc limz—.o F(z) :foo s”‘tdt—i—hmzﬁoxf g(0, 2)e Zdz—foo sntdge = F(0): F

0
est bien contlnue en 0. Ce raisonnement ne peut s’appliquer & F’ en 0 car F’(0) n’existe pas.. )

II est possible de calculer exphc1tement F’'(z) grace a une double intégration par parties:

fox sinte “!dt = [~ coste™ ™| — mf coste “dt =1 — a:([smte wtee —|—wf sinte”™'dt = 1 — 2 f sinte “tdt.

Donc F'(z) = 1+112, ce qui implique que F(x) = —Arctan(z) + F'(0). Mais comme limgz_.o F(z) = 0 car

|F(z)] < f e %t < 1 = alors F(0) = lim; o Arctan(z) = 3. O
@ q

(***) Etudier l'existence, la continuité et la dérivabilité de la fonction f(z) = / l—tdt.
z In

Déterminer lim,_, o f(2).



Proof. 1l est clair que 1'on doit avoir = > 0 (sinon le logarithme n’est pas défini). Le seul probleme possible est en

0, mais alors f(0) = fOO ﬁdt = 0 par définition.

Par changement de variables, y = Int et z = y/Inz, on obtient f(z) = f 12 édz. Une telle fonction est continue
o

et dérivable sur [0, 00[ car l'intégrale est définie sur un compact et la fonction (z,2) — Z- est de classe C' sur

[0,00[x[1,2]. T est clair que f'(z) = ff z7dz = [(La®]] = =2 donc limg o0 '(z) = +oo = limg— oo f(). O

Inx



