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Feuille n° 1:

Intégrales généralisées

(1) (**) Calculer les intégrales définies suivantes
A= / t*dt pour a € IR B = / t2—|—t—|—2dt C= / V4 —t2dt

(2) (*) Etudier la convergence des mtegrales suivantes:

1 1
r t—1

D= ex dt E =
[ oot /W_t

(3) (**) Déterminer la nature (semi-convergente, absolument convergente, divergente) des intégrales:

+oo +oo +oo 4T
A:/ cos(t)dt B = / cos(e™N)dt C = / @+ 1), / L
0 241 sint

(4) (**) Apres avoir montré son existence, calculer nEIEoo Z m
(5) (**) Etudier la convergence des intégrales suivantes:
—+00 400 “+o00
2
A= tdt B= C= dt
/ / (2t — 1 1 V2 +
oo _t Hoo lnt
D= (Int)~'dt exp( \f tydt F =
2, n 1 2t3
G= / (1 —cos(=))dt H= / . da I = &e_tdt
o Vi

(6) (*) Apres avoir montré leur existence, calculer les intégrales suivantes:

+00 —+oo +oo
A:/ g B:/ 3‘t|dt C= / exp(—t)dt
2 0

t2—2t+1 e
1

(7) (**) On pose I, = / z"e " "dx, pour n € Z.
0
(a) Déterminer pour quelles valeurs de n, I,, existe.

a

(b) Calculer Iy et I;. Déterminer une relation de récurence entre I,,11 et I,.

(¢) Montrer que I, est une suite convergente dont on donnera la limite. La série > I,, est-elle
convergente?

—+oo
(8) (***) Soit f: Ry — IR, décroissante telle que [ f(t)dt converge. Montrer que Er}rl zf(x)=0
0 xr o0

(on pourra par exemple utiliser la comparaison avec une série). Réciproquement, si lilf xf(x) =0,
xr—r+00

+oo
I'intégrale / f(t)dt converge-t-elle?
0
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Feuille n° 2:

Intégrales multiples

(1) (*) Calculer // : +d;iy2 ot A = [0,1[2.

()ﬁﬂcmwm{// 1ﬁf?% ott A = {(z,y) € [0, 002, z + 2y < 2.

dxd
(3) (**) Calculer // 1 +;+y2y ot A = {(z,y) € 0,002, v +y < 2}.

4) (** Calculer// dedy on A = {(z,y) e R*, 0 <y <z < 2}.

(4) (**) T {(z,y) }

5) (** Calculer// — Y _dzdyon A= z,y) € [0,00[2, 22 + 3% < a®} avec a > 0 fixé.

(5) (**) A g {(z,y) € [0,00] y }

(6) (*) Calculer // rydrdy ott A = {(z,y) € [0,00[%, 22/a® + y*/b* < 1} avec a, b > 0 fixés.
A

(7) (*) Calculer /// (z + y)z dzdydz, puis /// (x +y 4 22 + 1) 2dzdydz, ot A = {(x,y,2) €
A A
[0,00[%, z +y + 22 < 2}

(8) (*) Calculer // x cos(zy) dedy ou A = {(x,y) €]0,1/2[x]0, Z[}.
A
(9) (***) Déterminer I'ensemble des valeurs de « telles que I, = / / (x + 2y)® dzdy existe, auquel
1 N1

cas, calculer I,. Méme question pour J, = / / (x + 2y)* dzdy.

sinx

(10) (***) Déterminer ’ensemble des valeurs de « telles que I, = / / —dzdy existe (l'intégrale

sinx

est-elle alors semi-convergente?). Méme question pour J, = / / dzxdy.

o TH+y~

(11) (**) Calculer le volume de 'ensemble A = {(z,y, 2) € R®, 22+ 22 < a? et 4?4 22 < a®} avec a > 0
(on pourra commencer par tracer A).

(12) (***) Pour (a,0) 6]1700[2,Calculer/ln(b_7m)

ables (u,t) — (u — cost)~! et utiliser le Théoréme de Fubini).

dt (on pourra introduire la fonction & deux vari-

(13) (***) Calculer le volume d’une boule de rayon r > 0 dans IR".

(14) (***) Soit A’ = {(u,v) e R*, u<let —u<wv<u}.
(a) Faire un tracé de A'.
(b) Calculer // u?e™ dudv.
A/
(c) Soit le changement de variable ¥(u,v) = ((u + v)/V?2,(u + v)/v2). Est-ce bien un C'-
difféomorphisme sur A’? Quelle transformation géométrique représente ce changement de vari-
able? Déterminer A = ¢(A').

(d) Effectuer ce changement de variable pour en déduire la valeur de / / (x+ y)Qe””?_y2 dzdy.
A
(15) (#%%) Soit A = {(r,y) € B2, y < 2+ 4* < 1}.
(a) Tracer de A.

dxd
(b) A l’aide d’un changement de variable en polaire, calculer / / %
A (T+22+92)
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Feuille n° 3:

Intégrales dépendant d’un parametre

(1) (*) Montrer que I,, fo s dx existe pour tout n € IN. Expliciter la limite ¢ de (I,).
(2) (**) Montrer que I,, = fo md:c existe pour tout n € IN*. Expliciter la limite ¢ de (I,,),. Méme
question avec J,, = fol (1 + %)%dag.

(3) (**) Déterminer, si elle existe, lim, o0 [ COS\%”) dx.

(4) (**) Soit la suite (I,)nen avec I,
étudier la convergence de (Ip,)nenN-

= f 1 o= z’-’+ dx Montrer que I,, existe pour tout n € IN et

(5) (**) Soit f: IR — IR une application dérivable et bornée sur IR. Aprés avoir montré son existence,
calculer lim,, oo fooo e " f(x)dx

(6) (**) Pour tout entier n > 3, on définit f,(z) = x(1 + )" pour = € [1,00[. Montrer que les f,
sont intégrables sur [1,00[. Montrer que la série Y f,, converge simplement vers une fonction g &
déterminer. En déduire que la série de terme général u, = f1 fn(x)dz converge, et calculer sa
somme.

(7) (*) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(x) = [ e~ 1#~*dt
et de g(z) = [, e~lo=dt.
(8) (*) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(z) = [, %(ft)dt.

1

(9) (**) Mémes questions mais avec f(z) = [] ° COS(“) dt.

(10) (**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(x) = fol Mdt.
En déduire que f est de classe C*° sur IR.
(11) (**) Donner le domaine de définition, de continuité et dérivabilité de la fonction f(z) = [~ e e~ cos(tx)dt.

Calculer [’ et en déduire que f est solution d’une équation différentielle dont la rebolutlon permet
. 2
de donner 'expression exacte de f. En déduire fooo et dt.

12) (***) Soit 0 < o < 3. Montrer que la fonction e Pt —e—atyp—1 est intégrable sur IR.. Apres
g +-
avoir posé g : (z,t) = (e~** —e~t)t~!, montrer l’exmtence et calculer fo 52 (x,t)dt pour x > 1, puis
en posant ¢ = 3/«, déterminer fooo t)dt.

(13) (**) Soit f(x f e~ In (t)dt. Quel est I'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité
de f? Determlner lim, 4 o0 f(2). Sur quel ensemble la fonction f est-elle de classe C*? Trouver une
équation différentielle vérifiée par f et en déduire I’expression de f.

(14) (***) Soit I'(z) = [;° t" te~*dt pour z > 0.

(a) En utlhsant le changement de variable t = z+u+/x, montrer que I'(z+1) = (%) 75 flzu)
ou f est une fonction & préciser, nulle pour tout couple (z,u) tel que u < —y/x.

(b) Déterminer la limite de f & u fixé quand & — oo.

(¢) Pour x > 1, montrer que pour tout v > 0, on a 0 < f(z,u) < (1 + u)e ™, puis que pour
uin] — V7,0[, 0 < fz,u) < e /2,

(d) En déduire que I'(z + 1) ~ (x/e)®v/2r2 quand 2 — oo, puis retrouver le célebre équivalent
n~ (n/e)"v2mn quand n — co.
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(15) (***) Pour tout p € IR tel que |p| # 1, on pose I(p) = [ In(1 —2pcosf + p?)df. A Taide de
changements de variables, calculer I(—p) et I(1/p) en fonction de I(p). Montrer que I(p?) = 2I(p)
et en déduire pour tout p €] — 1,1[ que I(p) = 0, puis 'expression de I(p) pour |p| > 1.

(16) (***) On pose F(z) = [ ®2Lte~'*dt pour tout # € R4. Montrer que F est dérivable sur R, et

calculer F’(z). En déduire [;° 2Ldt.

(17) (**) Etudier l'existence, la continuité et la dérivabilité de la fonction f(z) = [ mdt'

2
(18) (***) Etudier I'existence, la continuité et la dérivabilité de la fonction f(z) = [”

—L_dt. Déterminer
) z Int¢
limg s 400 f().



(1)

(2)

(10)

(11)
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Feuille n° 4:

Equations différentielles linéaires

(*) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition ini-
tiale y(0) = 0:

Y +2=0; v —2y=0; ey +y=0; y' +2n(x)y=0.
(**) On considere les équations différentielles suivantes avec les conditions initiales y(0) = 0 (et
y'(0) = 1 pour la quatriéme). Montrer qu’il existe une unique solution & ce probléme de Cauchy et

déterminer une solution maximale.
1!

y=¢ y=y v=pm 2 =¢ Y =yl
(***) Existe-t-il des solutions de classe C! sur IR de I'équation différentielle y' + 2,/y = 07

(**) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec la condition
initiale y(1) = 0:

(I+z)y =2—y y +xy=coszw 3xy +y==x

2r(1—2)y + (1+z)y=2 z(@+1)y+y=0 z(2®>—-1)y +2y=2znx—2°
(**) Déterminer une solution maximale des équations différentielles suivantes:

y —y=ell; azy —y=aln|z|=0; ysinz+ycoszr=2—x; 2]y +y=|z|

(**%*) Chercher les solutions de ’équation différentielle (2% — 1)y’ —y = 2. Existe-t-il une solution
définie sur IR?

(*) Déterminer les solutions maximales des équations différentielles suivantes avec les conditions
initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0:
y' =2y =0 y'+2y=0 Y —dy iy =x Yy -2ty =1
y//_3y/+2y:1+26z y”—l—y’—l—yzcosx y(4) _y/:‘r y”—+—y=e’|x|
(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle y” + 2z y’ + 2y = 0 aprés avoir
vérifié que y(z) = e=*" est solution.
(**) Déterminer une solution maximale de I'équation différentielle (1 — 22)y” + 2y’ —y = 0 en
effectuant le changement de variable x = cht.

(**) Déterminer les éventuelles solutions sur IR de 1'équation différentielle 2%y +4xy’+ (2—2%)y = 1
en posant u = z2y. Quelle est leur classe?

(**) Déterminer une solution maximale de I’équation différentielle 22%y" — xy’ + 2y = 2* cosz — 1.
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Feuille n° 5:

Séries entieéres

(1) (*) Soit > a,z™ une série entiere telle que 0 < |a,| < M pour tout n, ou M est un nombre positif
fixé. Que peut-on dire du rayon de convergence de la série? Et si m < |a,| < M pour tout n avec
m > 0? Et sim < |a,| < M?

(2) (**) Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence R telle que a, > 0 pour tout n. Quel
est le rayon de convergence de la série entiere > a, ! 2"?

(3) (**) Soit > a,2" une série entiere telle que a,, = n pour n = p?, avec p € IN, et a,, = 0 sinon.
Déterminer le rayon de convergence de la série.

(4) (*/**) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > a,,2" lorsque:

nVm

a, = (n? +2) an = gnm  Gn = "5 anzm ap =1+ (-1)"
a, =n*/vVr—1 q, = S’;—(Q") a, = tan(rvn2 —n) a, = (2n)_ln(ln") an =a" (a€ R%).

. /o 3N _ . . . 2 .
(5) (**) Soient > a,z" une série entiere telle que a, = e~" si n est impair ou nul et a, = ()" sin

est pair strictement positif. Quel est le rayon de convergence de la série?

2

(6) (**) Soit a,, la n-itme décimale d’un nombre décimal quelconque. Quel est le rayon de convergence
de 3" a,2". Traiter la méme question avec les décimales de v/3 (Rappel: v/3 est irrationnel.)

(7) (**) Soit (an)n>o0 une suite réelle, telle que lim a, = 0 et telle que Y na, diverge. Quel est le
- n—oo

rayon de convergence de Y a,z™?

(8) (*/**) Etudier la convergence de la série entiére ) a,z"™, sans oublier la convergence sur le bord
du disque de convergence, lorsque:

_ n+l _ n+l 3" _ 1 _ Jo—n
e an = “gn On = p)i s ap = V2
— 1 _ n e — (_1)"71 _ 1 _ . -Inn
Un = (/e On = e kY aeR oa, = T an = ol an =n 1
a, = nnn an = (e7)%/" an = - cos(mn/3) an = s p = sin =
n. n

(9) (***) Donner un exemple de série entiere telle que
(a) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée converge.
(b) en tout point du cercle de convergence, la série numérique associée diverge.
(c) la série numérique associée admet p € IN, nombre fixé, points de divergence sur son cercle de
convergence.

(10) (**) Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme des séries entieres réelles suivantes:

n n

Yaso(n+ 12?3 (L (=2)")2" Yoo Gy Lon>o TIBTET @D

(=D)" 2n (=)™ 2n n cos(nz) n
ano ozn—1 L ZnZQ nZ_17 anocosna: ano nl Lo

(11) (***) Soit (a,)n>0 une suite réelle telle que lim,, 4o Z?:_Ol a; < oco. Trouver le rayon de conver-
gence de la série entiere Z:i% anx™. Indication: introduire A, = Z;ZOI a; et utiliser la relation

Qp = An+1 — An

+oo (="

(12) (***) Apres avoir montré qu'il existe, calculer le réel o = """~ @n=Dn"
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(13) (*/**) Développer en série entiere les fonctions suivantes et préciser le rayon de convergence:
2z — 3 au voisinage de 0 m au voisinage de 0 i—f? au voisinage de 2
In ( }J_r—‘;) au voisinage de 0 e*®*=1 au voisinage de 1 In (1 + 2z — 3z?) au voisinage de 0
Arctan 1?&2 au voisinage de 0 fom Si?tdt au voisinage de 0 % au voisinage de 0.

(14) (***) Soit la fonction f définie sur IR par f(z) = In(1 + 2%). Développer f en série entitre au
voisinage de 0. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere et démontrer qu’elle con-
verge uniformément sur [0,1]. En déduire que fol In(1+ 2?) do = Z;’ozl(—l)"“m, dont on
déterminera la valeur.

15) (**) Déterminer les solutions développables en série entiere autour de 'origine de I’équation différentielle
g
2y’ —y = 0. Obtient-on ainsi toutes les solutions? Méme question avec I’équation zy” —y = 0.

(16) (**) Déterminer les solutions développables en série entiére autour de lorigine de I’équation différentielle
2xy" + 2y +y = 0.

(17) (**) Déterminer une équation différentielle admettant pour solution f : x — % En déduire
un développement en série entiere de f a 'origine. En déduire également le développement en série
entiere de la fonction z — (arcsinx)? a lorigine?

(18) (**) Développer en série entiere f(x) = cos(aarcsinz). Indication: déterminer une équation
différentielle satisfaite par f.

" 1 Arct +oo _(=1)"

(19) (**) Démontrer que f; SLCALE gy — 57" (énf)l)z



