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Feuille n° 1:

Espaces euclidiens et préhilbertiens

(1) (*) Soit Pespace vectoriel M, ,(IR) des matrices de taille (p,q) & coefficients réels. Montrer que
pour toutes matrices M = (ng)1<z<p 1<j<q €t M' = (mlj)1§l§p7 1<j<q de M,, o(IR), I'application <
M, M' >=377_ >29_, miymj; est un produit scalaire sur M, 4(IR). Et application < M, M >=
Z?:f(p @ i, ?

(2) (*) Soit C°([0,1]) I'ensemble des fonctions continues sur [0,1]. Montrer que Papplication f, g €
C°([0,1]) — SUPgeo1] |f(2)g(z)| n'est pas un produit scalaire.

(3) (**) Soit E un espace vectoriel sur IR ; déterminer parmi les applications (z,y) — (z,y) de E x E
dans IR suivantes, celles qui correspondent a un produit scalaire sur E.
(a) E=1R?et ((z,9), (@,y)) = za’ + 2zy + 2y’ + byy'.
(b) E =1R* et ((x,y), (2, y)) = aa’ + 2y’ + 2ya’ + vy

(¢) E=TRgy[X] et (P,Q) = ZP
(d) E =C%I,R) I'espace deb fonctlons continues sur I = [a, b] (a b ceReta< b) a valeurs réelles,

w : I — IR’ une fonction continue fixée et pour f, g € E, f F@Wg(®)w(t)dt

1 1
(4) (*) Soit f continue sur ]0, 1], montrer que si / f2(t)dt converge, alors / |f(t)|dt converge.
0 0

(5) (**) Soit E = M,,(IR) 'espace vectoriel constitué des matrice carrées de taille n & coefficients réels.
Montrer que application < M, N >:= Tr(* M N) est un produit scalaire sur E. Déterminer D,, (IR)*
ot D, (IR) est ’ensemble des matrices diagonales de E.

(6) (**) Apres avoir introduira un produit scalaire adéquat, montrer les inégalités suivantes:

w2’ + 2z’ + 2ya’ + Syy'| < Va2 + dwy + 5y ()2 + da'y’ + 5(y')?
(b) Pour f,g € C%([0,1],R),

/ f(Hg(t)dt < </01 f(t)th>% (/Olg(t)zdt> 2 .

(¢) Pour P,Q € R[X
o PHQt)e " dt < (/m P(t)Qe_tzdt> ' ( o Q(t)ge_tZdt) '

— 00 —00 — 00

(d) Pour f € C([-1,1]),

=

1 1 2 2
WO o< gr ([ S ).
_1 V1 —¢2 _14V1 —¢2

(7) (***)On travaille dans E = IR[X] muni du produit scalaire {f, g) = 0+OO f(z)g(x)e~*dx. On pose

Vn € IN le n-ieme polyndéme de Laguerre: Vo € R, L,(x) = %T, dd;n (e7*z™).
(a) Vérifier que (-, ) est bien un produit scalaire sur E.

(b) Calculer Lo, Ly, Ly et Ls.

(¢) Montrer que (Ly)nen est une famille orthonormale de IR[X].

(d) Montrer que Vn € IN, Ln vérifie '’équation différentielle xL! (x) + (1 — z)L!,(z) + nL,(x) = 0.

(e) Montrer que L vérifie 'équation Vn € IN, z € R, (n 4+ 1)L,q1(x) + (x — 2n — 1)Ly (x) +
nL,_1(x) = 0.
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(8) (**) Soit P un projecteur (P? = P) d'un espace euclidien E. Montrer que P* est un projecteur.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes
(a) P* =P,
(b) P est la projection orthogonale sur Im P,
(¢c) P et P* commutent (P*P = PP*).

(9) (**) Calculer le minimum sur IR* de

+oo
fla,b,c) = / (23 + ax® + bz + ¢)’e *dx.
0

Indication : On penser & une projection apres avoir introduit le produit scalaire sur IR3[X]

—+oo
(P,Q) = /O P(t)Q(t)e 2 dt.

(10) (**) Déterminer inf , ;)cp2 fol(ex — az — b)2da.
(11) (**) Déterminer inf(, ,yem? foﬂ(m sin(t) + y cos(t) — t)2dt.

(12) (**) Soit E = C°([0, 1], IR) I'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans IR muni du produit
scalaire défini par

(f,9) = /0 f()g(t)dt.

(a) Déterminer une base orthonormée du sous-espace vectoriel F' de E engendré par f, fo définies
par fi(z) =1, fa(z) =2z 2 €[0,1].

(b) Déterminer la projection orthogonale sur F de f: z +— €%, z € [0,1].

(13) (**) Soit E = C%([—1,1],IR) I'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1].
(a) Montrer que 'on définit un produit scalaire sur E en posant

1
(f.9)= /71 ﬁf(x)g(x)dx.

(b) On consideére le sous-espace F' = Ry[X] de E. Trouver une base orthogonale de F' (polyndmes
de Tchébycheff de premieére espece).
(¢) Quelle est la meilleure approximation de f(x) = v/1 — 22 dans IRy[X] pour ce produit scalaire.

(14) (**) Soit E = R[X].
—+o0
(a) Montrer que pour tout P € E, I'intégrale / P(x)e_””2d$ est convergente.

(b) Pour P et @ dans E, on pose

+o0
(P,Q) = / P(m)Q(w)e‘xzdx.

— 00

— 00

Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
(¢) Donner une base orthonormale de IR2[X] pour ce produit scalaire.

(15) (***) Soit E un espace euclidien et (eq,...,e,) un systéme de vecteurs unitaires tels que
n
pour tout x € E lz|* = Z (z,€;)°.
i=1
Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée.
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Feuille n° 2:

Une application en analyse: les séries de Fourier

(1) (*) Soit f une fonction 2w-périodique, continue par morceaux. Montrer que si f(z + 7) = —f(z)
pour tout x € IR, les coefficients de Fourier d’indice pair sont nuls. Montrer que si pour tout =z € IR,
f(mr —x) = f(z), les coeflicients bay, et as,_1 sont nuls pour n > 1.

(2) (*) Soit la fonction 27w-périodique f définie par f(z) = g si|z| <met f(mr)=0.

(a) Déterminer la série de Fourier de f. Cette série de Fourier converge-t’elle vers f? En quel
sens ?

-1 1 1
(b) En déduire les sommes des séries Z o _2 T Z o puis Z e

T i €]0, 27| et g(0) = 0. Déduire la

série de Fourier de ¢ de la série de Fourier de f. Que peut-on dire de la convergence de cette
nouvelle série ?

(c) Soit g la fonction 27 périodique définie par g(x) =

(3) (*) Soit f la fonction impaire, de période 2, égale & 7/4 sur |0, w[. Quelle est sa série de Fourier ?
+o0 n
Calculer Z 2( _:1 Quelle conclusion peut-on tirer de la comparaison avec 'exercie précédent ?

Quelle autre somme de série numérique peut-on facilement obtenir a partir de ce développement en
série de Fourier ?

(4) (*) Soit f la fonction 27 périodique sur IR définie sur | — 7,0] par f(z) = 0 et par f(z) = x sur
10, 7r]. Développer f en série de Fourier. La fonction f coincide-t’elle avec la somme de sa série de

400 n
Fourier ? Calculer g 2( _’_) T Peut-on calculer d’autres sommes de séries numériques ?
n
n=0

(5) (**) On considere la fonction 27-périodique sur IR définie sur [0, 27| par f(z) = zsin g
(a) Calculer les coeflicients de Fourier de f.

(b) Quelle est la nature de la série de Fourier Sy de f ?
e 1)n—1
En utilisant S dét 1 del T L
(c) En utilisant Sy(m), déterminer la somme de la série zjl 1
(6) (**) Déterminer la série de Fourier de la fonction 2m-périodique impaire f définie par f(z) = z(7—1x)

si x € [0,7]. Quelles sommes de séries numériques peut-on en déduire.

Méme question avec
(a) f: R +— R, z — max(0,sinx).
(b) f:IR— IR, z+— [sinx|.
(c) f 2m-périodique définie sur | — 7, 7] par f(z) = V27 si |z| < § et f(x) =0si |z > 1.

(7) (***) Montrer que si une série trigonométrique converge uniformément sur [0, 7], alors elle est iden-
tique a la série de Fourier de sa somme Donner la série de Fourier d’un polynome trigonométrique.

sinnx

NG

de Parseval, montrer qu’elle est differente de la série de Fourier de sa somme.

Montrer que la série trigonométrique Z converge simplement sur IR. En utilisant la formule

(8) (***) Théoréme de Bernstein
(a) Soit f 2m-périodique, de classe C!. Calculer les coefficients de Fourier de f’ en fonction de ceux
de f.
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2
(b) On suppose de plus que f(t)dt = 0. Montrer que
0

" 2 o 77 N12
/0 [f(H)]7dt < /0 [/ ()] dt.

En quel cas a-t-on égalité ?
(c) Soit f 2m-périodique continue. Soient an(f) et b, (f) ses coefficients de Fourier. Montrer que la

+oo
. 1 . -
série g — (an( f)sinnz — b, (f) cos nx) converge normalement sur IR et préciser sa somme en
n
=1

utilisant une intégrale de f.

(9) (***) Produit de convolution
Soient f et g deux fonctions réelles, 2w-périodiques, continues sur IR. On pose pour tout z € IR

1 T
frg(a)=o— [ [flz—t)g(t)dt.
™ —T
(a) Montrer que f * g est 2m-péridique, continue sur IR et que fxg=g* f.
(b) Le produit de convolution f g est-il un produit scalaire sur I’ensemble des fonctions continues
2m-périodiques?
(c) On suppose de plus que f est de classe C! sur IR, montrer que f % g est dérivable et que
(fxg) =" *g.
En déduire que si f et g sont toutes deux de classe C! alors f * g est de classe C?, que (fxg)’ =
['xg=[fxg etque(fxg)" =f g
(d) Calculer les coefficients de Fourier de f x ¢ en fonction des coefficents de Fourier de f et de g.
(e) Définissons f sur [—m, 7] par f(x) = 1si |z| < § et 0 sinon. Calculer g = f x f et calculer les
coeflicients de Fourier de g.

(10) (***) En utilisant une solution particuliere sous forme de série trigonométrique, résoudre ’équation
différentielle y) + 5y(?) + 4y = |sin 2¢|.



(1)
(2)

3)
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Feuille n° 3:

Formes linéaires et espace dual

(*) Soit E = R"[X]. L’application P € E + P(1) est-elle une forme linéaire sur E?

(**) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit u et v deux formes linéaires sur E telles
que keru # ker v. Déterminer les dimensions de ker u + kerv et de ker u N ker v.

(**) Soit E =1R". Pour « = (z1,--+ ,x,) € E, on pose f;(x) =x; + x;41 pour i = 1,--- ,;n—1et
fu(z) = 25, + 1. Montrer que la famille (f;)1<i<, est une famille de formes linéaires sur E. A quelle
condition est-ce une base de I'espace dual E*? Dans le case ou ¢’est bien une base duale de cette base.

(**) Soit E = IR, [X]. Montrer qu’il existe ¢ € E tel que, pour tout p € IR,,[X] on ait

p(1) = / p(Hq(t)dt.

Calculer g dans le cas n = 2.

(**) Soit E = IR"[X], soit a € IR et pour tout k = 0,1,--- ,n, on pose P(X) = (X —a)*. Montrer
que e = (Py, P1,---, P,) est une base de E. Déterminer la base e* duale de e et calculer les com-
posantes sur e* de la forme linéaire ¢ : P — [ P(t)dt.

(**) Soit E = R™[X], soit (bg, -~ ,b,) € R™. Pour tout i = 0,1,--- ,n, on note u; : P € E —
P(b;). Montrer que la famille (ug,u1, - ,u,) est une base de E* si et seulement si les b; sont tous
distincts.

(*) Soit E = IR"[X]. Montrer que I'ensemble des polynémes P de E tels que fll P(x)dz = 0 est
bien un s.e.v. de E. Donner une base de cet ensemble.

(**) Soit E = M,,(IR) I'espace vectoriel constitué des matrice carrées de taille n & coefficients réels.
Montrer que M € E +— Tr(M), trace de M, est une forme linéaire sur E. Soit maintenant ¢ une
forme linéaire sur E vérifiant ¢(AB) = ¢(BA) pour toutes matrices A, B de E. Montrer alors que
¢ est proportionnelle a 'application Tr.

(***) Soit E = C°([0,1]). L’application u : f € E — f(1/2) est-elle une forme linéaire sur E?
Sur E on associe le produit scalaire < f,g >:= fol f(®)g(t)dt. Peut-on trouver gy € F telle que
u(f) =< f,g0 > pour tout f € E? Si on considére maintenant le s.e.v. F, = R"[X] de F et le
méme produit scalaire avec g € F,,, est-ce possible cette fois?
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Feuille n° 4:

Application linéaire adjointe et réduction des matrices symétriques et
orthogonales

(1) (**) Soit E un espace euclidien et (.,.) son produit scalaire. Soit f une application linéaire E — E.
Pour F un sous espace vectoriel de F, on note F+ ={x € E : Yy € F, (x,y) = 0} (I'ensemble des
éléments orthogonaux a F).

(a) Soit z € E tel que pour tout y € E, (z,y) = 0. Montrer que x = 0 (i.e. B+ = {0}).
(b) En déduire qu’on peut bien définir une application f* : E — E telle que pour tout z,y € E,
(@), 9) = (@, £ ()

) Montrer que f* ainsi définie est linéaire.

) Montrer que F* est un sous-espace vectoriel de E.

) Montrer que F N F = {0} et que E = F ® F+. En déduire que (F+)! = F.

) Montrer que ker f = (Im f)* et que Im f = (ker ).

) Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E et M la base de f dans (e1,...,e,). Donner la

matrice de f* en fonction de M.

(2) (**) Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien F tel que pour tout = € E, < z, f(z) >= 0.
1
Montrer que f* = —f, puis que E =ker f ® Im f.

(3) (***) Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien F tel que pour tout z € E, ||f(x)|| < 1. On
1
pose u = Id — f. Montrer que E = ker(f — Id) ® Im(f — Id), puis que (Imu)* = ker u = ker(u*).

(4) (**) On considere I'espace vectoriel R? muni du produit scalaire canonique, et F' = {(z1,22,73) €
]RS, 1+ X2+ 23 = 0}

(a) Préciser une base orthonormale de F'.

(b) Déterminer F+, I'orthogonal de F. Préciser une base orthonormale de F'*.

(¢) Donner l'expression de pp, la projection orthogonale sur F. Préciser les images par pr des
vecteurs de la base définie précédemment.

(d) Pour 2 € R® donné, calculer d(z; F).

(e) Ecrire la matrice (relativement & la base canonique de IR?) de la symétrie orthogonale sp par
rapport & F. Quelle est, dans la base canonique de IR?, la matrice de la symétrie orthogonale
par rapport a F1?

(f) Ecrire la matrice (relativement & la base canonique) de la rotation d’angle /3 et d’axe F*.

(5) (***) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien E tel que f2 = Id. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes
(a) f est une symétrie orthogonale.
(b) f est symétrique (f* = f c’est & dire pour tout z,y € E, (f(z),y) = (=, f(y))).
(¢) f est une transformation orthogonale i.e. préserve le produit scalaire: (f(z), f(v)) = (z,y).

(6) (**) Soit A = (aij)1<i,j<n une matrice orthogonale. Montrer que

n
Z Aij S n.

ij=1
Indication : Utiliser le vecteur u = (1,1,...,1).
(7) (**) Soit (E, < -, >) un espace préhilbertien et soit f : F — E une application telle que f(0) =0

et ||f(z) — f(y)| = ||z — y|| pour tout x, y € E. Montrer que < f(z), f(y) >=< z,y > pour tout
z,y € E. En déduire que f est une application linéaire orthogonale.

(8) (***) Soit E un espace euclidien et u : E +— E telle que pour tout x € E, ||u(z)|| = ||z||. Montrer
que pour tout z,y € E, (u(z),u(y)) = (z,y). En déduire que u est linéaire (donc orthogonale). Soit



(16)

(17)
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f: E — E telle que pour tout z,y € E, ||f(z) — f(y)|| = ||z — y||. Montrer que f =towu ou t est
une translation et u est orthogonale.

. 01 -1 13 —4 2
(*) Soit les matrices M; = ( 1 1 ), My = 10 1 et Ms=| —4 13 =2
-1 1 0 2 =2 10

Pour chacune de ces matrices,
(a) Déterminer les valeurs propres et des vecteurs propres orthonormaux associés.
(b) Calculer la puissance n-éme de la matrice.

(*) Montrer que si A et B sont des matrices symétriques de taille n > 2, A B n’est pas forcément
une matrice symétrique.

(***) Résoudre 'équation M = M? — I,, pour M une matrice carrée de taille n.

(**) Dans 'espace euclidien IR3, étudier les endomorphismes représentés dans une base orthonormée
par les matrices suivantes :

0 0 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 0 0
Lool g2 1 o2 g2 1 2] [0 0 -1
01 0 1 -2 2 2 =2 1 0 -1 0
(**) Soient a, b, ¢ trois réels. On pose

_1 a a

Mo 2 ok

3 e 22 et

a b 2

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que M représente une symétrie orthog-
onale dans une base orthonormée sur IR?.

(**) Déterminer la matrice, dans la base canonique de IR®, de la rotation d’angle %’“ autour du
vecteur u = (1,1, 1).

(**) Déterminer la matrice, dans la base canonique de IR?, de la symétrie orthogonale par rapport
au plan d’équation z +y — z = 0.

(***) Soit X = *(x1,...,7,) un vecteur non nul de IR™, ot n € IN* et soit la matrice M = X -t X.

(a) Déterminer le rang de la matrice M (on pourra chercher le noyau de ’endomorphisme de IR"
représenté par M).

(b) En déduire les valeurs propres de M et les sous-espaces propres associés.

(c¢) Calculer M™.

(**) Soit A € M,,(IR) une matrice symétrique telle que A3 + A% + A = 0. Montrer qu’alors A = 0.
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Feuille n° 5 :

Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

(1) (*) Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien. Montrer que 'application ¥ (z,y) =< x,y > est une

forme bilinéaire symétrique sur E. Montrer que la forme quadratique associée a 1 est définie positive.

(2) (*) Soit (E, < .,.>) un espace préhilbertien et v un endomorphisme sur E. Montrer que I’application

®(x) =< z,u(x) > pour tout x € E est une forme quadratique sur E. Déterminer ’endomorphisme
associé a .

(3) (**) Soit < .,. > le produit scalaire sur IR? tel que pour z = (z1,22) et y = (y1,y2), < T,y >=

2x1y1 + 3z2y2. A partir de la base orthonormale classique e = (i,5) de IR?, déterminer une base
e’ = (e}, e}) orthonormale pour ce produit scalaire. Déterminer les coordonnées dans ¢’ d’un vecteur
quelconque x ayant pour coordonnées (x1,x2) dans e.

(4) (*) Déterminer la signature des formes quadratiques suivantes :

(a) ®1(z,y) = 2° —xy+y,

Dy(z,y) = 2° + xy — y*;

D3(z,y) = 3(z +y)* — 4(x — y)* — 13zy;
Dy(z,y,2) = 2> +y° + 2% — 2y — w2 — 2y;
Dy(z,y,2,t) = 20y + 22 - t2yz — 2uxt.

(b)
()
(d)
()

e

(5) (**) On considere sur IR? la forme quadratique

q(r) = 222 + 23 + 21:% 4 2x129 + 22073 + 22371,

(a) Montrer que q est définie positive.

(b) Déterminer une base orthonormale pour ¢, d’abord par la méthode de Gauss (base notée B’),
puis par le procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt.

(¢) Quelle est la matrice P de passage de la base canonique & la base B'.

(6) (**) Suivant la valeur de A, étudier la signature de la forme quadratique suivante:

O(z,y) = 1+ N (22 +y*) +2(1 —Nzyou X € R.

(7) (*) Démontrer que la forme quadratique ®(x,y,2) = 22 + (2 — y)? est positive. Est-elle définie

positive ? Résoudre ®(z,y, z) = 0.

(8) (*¥**) Soit E = IR? et les deux formes quadratiques @ (z,y) = 222 —2zy+2y2, ®y(x,y) = —x2+2xy

pour tout (z,y) € E. Déterminer les signatures de ®; et ®. Trouver une base orthonormale pour
®,. Décomposer &5 dans cette base. Expliquer pourquoi il est possible de trouver une méme base
orthonormale pour ®; et ¥, et la déterminer.

(9) (***) Déterminer la signature de la forme quadratique ®(x) = szzl iz, x; pour & = (1, -+ ,&p) €

R"™.

(10) (**) Déterminer I’ensemble des solutions dans IR de I’équation

(11

522 + 3y? — 4dxz = 0.

) (**) Déterminer les coniques suivantes:
(a) 22 + 2zy + 2y? = 5.
(b) 32?% — 6xy + 2y = 4.
(c) 2% + dzy + y* + 2z = 10.
(d) zy+yz=1.



