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Exercice 1. L’ensemble fondamental € est I’ensemble des permutations d’un ensemble de 4 éléments.
Card(Q2) = 4! = 24.

On est dans une situation d’équiprobabilité.
Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de lettres qui atteindront leur destinataire.

Remarquons 3 lettres parviennent & leur destinataire, la 4 éme aussi. L’événement (X = 3) est donc
impossible.

Ainsi, X(2)={0, 1, 2, 4}.

— (X =4) est I'événement : « Les 4 lettres parviennent a leur destinataire ».
Il existe une seule permutation qui correspond a l’événement (X = 4).
Card(X =4) =1

P(X:4):Card(X:4) 1

Card(Q) 24
— (X =2) est I'événement : « Exactement 2 lettres parviennent a leur destinataire ».
Iy a a choisir 2 éléments parmi 4 (les 2 lettres qui parviennent a leur destinataire). Il reste donc
une possibilité pour la 3 éme lettre et une possibilité pour la 4 éme lettre.
Card(X =2) =02 xCl xC} =6 x1x1=6.
~ Card(X =2) 6 1

FX=2= @ 21

— (X =1) est I'événement : « Exactement 1 lettre parvient & son destinataire ».
Il y a a choisir 1 éléments parmi 4 (la lettre qui parvient & son destinataire). Il reste donc deux
possibilités pour la 2 éme lettre , une possibilité pour la 3 éme lettre et une possibilité pour la 4 éme.
Card(X =1)=C} xC3 xCI xCf =4x2x1x1=8.

4y Card(X=2) 8 1
PX=1)= Card(Q) 24 3

— (X =0) est I'événement : « Aucune lettre ne parvient a son destinataire ».
Onsait que P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4) =1, donc :

8 6 1
P(X=0)=1—— — — — —
( 0) 24 24 24
15
9
P(X =0) = o,
MX:M:%

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

k 0 1 2 4
P(X = k) 3 3 i 3




Calcul de P’espérance de X.

E(X)=0xP(X=0)+1xP(X =1)+2xP(X =2) +4 x P(X =4)
1

—0><3+1><1+2><1+4><
N 8 3 4 24

=1
L’espérance de X est égale a 1.
Calcul de la variance de X.
D’aprés la formule de Konig-Huygens : V(X) = E(X?) — (H:?J(X))2
EXH=0CxPX=0)+12xP(X=1)+22xP(X =2) +42 x P(X =4)
1

3 1 1
— a1 x = il il
0><8+ ><3—i—4><4+16><24

=2

Ainsi, V(X)=E(X?) - (E(X))2 =2 —12 = 1. La variance de X est égale a 1.

Exercice 2. L’ensemble fondamental €2 est I’ensemble des combinaisons de 8 éléments parmi 16 éléments.
Card(Q2) = CfG = 12870.

On est dans une situation d’équiprobabilité.

L’ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire N est : N(Q)={0, 1, 2, ..., 8}.
CY x C§ 1
—EN=0)= 810186 i ~ 12870°
Cs; x C, 64
—EN=1)= 820186 86 ~ 12870°
Cs x C, 784
— BN =2)= 20186 85 ~ 12870°
C3xC2 3136
— BN =3)= i(JlSG i ~ 128707
Cix CL 4900
RN =4)= 850§6 z ~ 128707
C3x C3 3136
— BV =9)= 860186 82 ~ 12870°
CSxC2 784
— PN =6)= icfﬁ 81 ~ 128707
Ci x C, 64
— BN =)= 880186 i ~ 12870°
C3 x C 1
—RPN=8)= 8C§6 © = s

Calcul de P(3 < N < 5).

3136 4900 3136 11172
PESN <) =PN =3+ PIN =4+ BIN =5) = 35576 T 12870 * 12870 ~ 12870

~ 0, 868.

Loi de probabilité de N.
la loi de probabilité de N est résumée dans le tableau suivant :



]P)(N _ ]ﬁ) 1 64 784 3136 4900 3136 784 64 1
— 12870 12870 12870 12870 12870 12870 12870 12870 12870

Calcul de l’espérance de N.

8
E(N) =Y kP(N =k)
k=0

—OXP(N=0)+1xP(N=1)+2xP(N=2)+---+8x P(N =8)

=0x ! + 1 x 64 —|—2xﬁ+ +8 X ———
7712870 12870 12870 12870
=4
L’espérance de N est égale a 4.
Calcul de la variance de N.
V(N) = E(N —E(N))?
8
=> (k—4°P(N = k)
k=0
= (0-4)?xP(N=0)4+1-42xP(N=1)+(2-4)*xP(N=2)4---+ (8 —1)> x P(N = 8)
1 64 784 1
=16 OX —— 44X ——— +--- 449
“Togro T Tasmo T 1m0 T T 1m0
_ 16
15

1
La variance de N est égale a 1—?)

Exercice 3. On lance n fois une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. On suppose que les lancers
sont identiques et indépendants.

On considére les événements suivants :
A : « Obtenir strictement plus de piles que de faces ».
B : « Obtenir strictement plus de faces que de piles ».
La piéce de monnaie est équilibrée, donc P(A) = P(B).
On distingue deux cas :
— n impair :

Dans ce cas B = A et donc I'ensemble {4 ; B} constitue un systéme complet d’événements (une
partition de ). On a donc :

1
P(A) +P(B) =1 et P(A) = P(B) soit 2P(A) = 1 soit P(A) = 2
— n pair :
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de piles obtenues. X suit une loi binomiale de
paramétres n et % Ainsi, X — B (n ; %)
Onposek:g. Onadonc: A= (X >k)et B=(X <k).




En conséquence, 'ensemble {4 , B, (X = k)} constitue un systéme complet d’événements (une
partition de €2). On a donc :
P(A) +P(B) +P(X = k) =1

N 1 k 1 n—k 1 n
Or, P(A) =P(B) et P(X = k) =C}, 3 X 5 =C}) 3) -
En conséquence,

P(A)+P(B)+P(X =k) =1 < P(A) +P(4) +P(X = k) =1
e P(A)=1-P(X = k)

1 PX=k)
— P(A) == —
1 n
N
<~ P(A) = ! - (2)
2 2
1 Ck
— P(A) = 5 2n$1
A L T?
En conclusion,
1
5 sl n impair
P(A) = n
1 C . .
— — —— &I n pair
2 on+1

Exercice 4. Un tirage est un couple (i , j) avec 1 < i < n et 1 < j < n. Donc 'ensemble fondamental
est : Q= {(i,j) / 1<i<n;1<5< z} Comme (2 est un ensemble fini, on lui associe la tribu A = P(Q2).

OnaY(Q) ={1,...,n} et Y((4,5)) = j. On note X le numéro de la premiére urne choisie, qui est aussi
une variable aléatoire sur (2, 4), donc X(Q2) ={1,...,n}.

Pour tout j € {1,...,n}, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Y=j4)=Y PV =)n(X=i)] =) PY=j|X=0PX =i
] i=1

i=1
r ...
1 - sl J<1
D’autre part, P(X =i)=—etP(Y =j| X =i)=¢ *
n
0 si j>i

1 1 11
D’ ) P — q9) = — — 1 — 7)) = — —.
ou P(Y =) Zixn,smt}P’(Y J) nzz
i=j i=j
La loi de probabilité de Y est définie par :

Vie{l,...,n}, P(Y¥=5)==Y =



Calcul de l’espérance de Y.

n n n .
SIOED WIEED SIED SEEED ) D1
J=1 Jj=1 i=j Jj= ]
On a donc une double somme indicée par 1 < j < n et j < i < n. On peut aussi dire que cela revient a
écrire l <1 <netl <y <.

(A S PR : ii+ 1)

Ainsi, E(Y) = — L == = i. Mai | = des t d’ ite arith-

, E(Y) - ZZ Pl Z ; Z] ais Z] 5 (somme des termes d’une suite ari
i=1 j=1 =1 j=1 J=1

métique de raison 1).

Finalement,

i=1
Exercice 5. Calcul de c; et cs.

Pour tout n € N*,

1 +Cjzcln+c2(n+1):(C1+02)n+02: 1
n+1l n n(n+1) n(n+1) n(n+1)
Par identification : { cote =0 — { a = —@ { g = —1
g = 1 ca = 1 o = 1
En conséquence,
vnen, —+ 1 1

nn+1) n n+l

Détermination de la valeur de a.

a
Pour tout n e N*, P(X =n)= ——.
our tout n , P( n) P
De plus,
—+o0 o0 a 00 1 —+o0 1 1
]P) X = = —_— _— -
YR =m=Y =) sy o (n )
n=1 n=1 n=1 n=1
1 +oo +o0o
Pour tout n € N*, on pose u, = - Par conséquent, Z P(X=n)=a Z (Up, — Upt1)-
n=1 n=1
D’autre part,
al 1

Z(Un—unﬂ):(Ul—u2)+(u2—U3>+"'+(UN—1—UN)+(UN—UN+1)Zul—UN+1=1—7

n=1

N +00
. 1 .
Comme, NLIIEOO <1 - N+1> =1 alors NLHEOO; (wp, — Up41) = 1 donc nz_:l (Up, — Upt1) = 1.
+00 +oo
Par suite, ZIP’(X =n) =a x 1 = a. Comme PP est une probabilité, alors ZIF’(X =n)=1
n=1 n=1

On en conclut que a = 1.

Finalement,



Exercice 6 (A ne pas faire « hors programme » ).

Exercice 7. a) L’ensemble fondamental est : 2 = [0 ; 1]. La variable aléatoire X est définie par :

X: [0;1 —- R
w o= Xw=1-w

Comme w € [0; 1] alors 1 —w € [0; 1] soit X (w) € [0; 1]. La variable X est donc a valeurs dans [0, 1].
— Siz<0: Fx(z)=P(X <z)=0.
— Siz>21:Fx(z)=P(X <z)=1

— SioLz<1:

Fx(z) =P(X <x)
=P(1-w<x)
=Pl-z<w<l)
=P([1—-=z; 1)
=1—-(1—-x)
=2z

Par suite,
0 si <0
Fx(x)=¢ = si 0<zx<1
1 si 21
. Co 1 1
X suit la loi uniforme ([0 ; 1]), donc E(X) = 3 et V(X) = 3
Rappel :
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme ¢ ([a ; b]) alors :
a+b (b—a)?
()= V=0

b) L’ensemble fondamental est : © =]0 ; 1]. La variable aléatoire Y est définie par :

Y: J0;1 — R
w = Y(w)=—In(w)

Comme w €]0 ; 1] alors In(w) €] — oo ; 0] soit —In(w) € [0 ; +oo[ soit Y(w) € [0; +o0].
La variable Y est a valeurs dans [0 ; +oo].

— Siy<0:Fy(y) =PY <y)=0.

— Siy>0:



Par suite,
_f1-eY si o y=20
FHM—{O siy <0

Y suit la loi exponentielle £(1), donc E(Y) =1 et V(Y) = 1.

Rappel :
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle £(\) alors :
1 1
E(X) =~ X)=—
( ) )\ ’ V( ) )\2

L’ensemble fondamental est : Q = [0 ; 1]. La variable aléatoire Z est définie par :

Z: [0;1 — R 0 si welo; 0,5
w = Zw) avee Z(w):{w si wel0,5; 1]
Z prend ses valeurs dans {0} U [0,5 ; 1].
— Siz<0:Fz(z)=P(Z<2)=0.
— Siz>21:Fz(z)=P(Z<z2) =1
. Si0<2<0,5:

=P(Z =0)
=P([0; 0,5])
=0,5-0
=0,5

—Si0,5<z<1:

Fz(2) =P(Z < 2)
=P(Z=0)+P0,5< Z<2)
=0,54+2-0,5
=z

Par suite, la fonction de répartition de Z est :
0 si z2<0
0,5 si 0<2<0,5

si 0,5<z2<1
1 si z>1

Fz(z2) =

Remarque : La fonction de répartition Fz de Z est discontinue en 0. Ainsi, la variable aléatoire Z n’est
ni continue ni discréte.

Plus précisément, la loi de Z est constituée d’une partie continue et une d’une partie discréte. On dit
que Z est une variable aléatoire mixte.

Exercice 8. X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre A. Sa fonction de

répartition est :

{1—6_5"’ si x>0



La médiane m de la loi de X est solution de I'équation Fx(m) = —.

1
FX(m):§ = 1-e "=

Am

<~ e =

DN

1
— —/\m:ln§

— —-Am=—1In2
In2
= m=—
A
Exercice 9. X est une variable aléatoire continue a valeurs dans [1 ; +oo[ de densité f(z) = %.
x
+oo

On a donc : f(z)dz =1.

1
D’autre part,

/1+Oof(33)d33=/IJFOO;d:E:a/l%o;d:c: [—Q;HOO:a(O—(—;)) :g.

Ainsi, g =1 soit a = 2.

En conclusion, la fonction densité de probabilité de la variable aléatoire X est définie par :

Calcul de l’espérance de X.

E(X):/1+oomf(:c)da::/l+ooxx2dx:2/1+003612d:v:2[—916]+Oo:2(0—(—1)) 9.

L’espérance de X est égale a 2.

Calcul de la variance de X.
+o00 ~+o0 9 +oo 1 +o0o
E(XQ):/ x2f(a:)d:v:/ :E2><3dac:2/ fdx:2{lnx} = +o00.
1 1 X 1 X 1

D’aprés la formule de Konig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))2 = +00.

La variable aléatoire X n’a pas de variance.
Exercice 10. Détermination de la valeur de a.

T est une variable aléatoire a valeurs dans [0 ; +oo[. Calculons la fonction de répartition de Z.
— Sit<0: Fr(t) =P(T'<t)=0.
— Sit>0: Fr(t)=P(T<t)=1-P(T >t)=1—a(t>+1)e 2.

T est une variable aléatoire continue, donc Fr est continue sur R, en particulier en 0.

Or, Fr(0) =1—aet lim Fp(t) =0. On en déduit que 1 —a = 0 soit donc a = 1.
t—0—
Finalement, la fonction de répartition de Z est définie par :

o) I—(#2+1)e 2 si t>0
T(t) =
0 si t<0



Calcul de P(1 < T < 2).
T est une variable aléatoire continue. On a donc :

PI<T<2)=P1<T<2) =Fp(2) - Fr(l) =22 —-5¢*=¢"2(2 - 5e2) =~ 0.179.
Calcul de P(T > 3).

P(T >3)=P(T >3)=(32+1)e 2 =10e7% ~ 0,025

Détermination de la densité de probabilité de la variable aléatoire T'.
Pour tout t >0, fr(t) = Fp(t) = (=2t +2(t* + 1)) exp(—2t) =2 (£* — t + 1) e 2",
Pour tout ¢t < 0, fr(t) = Fj(t) =0.

Pour ¢t = 0 (ou la fonction Fp n’est pas dérivable), on prend n’importe quelle valeur réelle pour image de
f. Par exemple, on prend f(0) =

F(t) 202 —t+1e 2 si t>0
7(t) =
0 si t<0

Par suite,

Calcul de I’espérance de T'.

—+o0o
/ £ dt + / oL
0
“+o00
/ tx Odt+/ tx 2t —t+1)e 2t dt
0
/ —t+1)e 2t dt
“+o0o +oo
/ 2t gt — / t?e 2t dt + 2 / te 2 dt
0 0

oo
Pour tout k£ > 1, on note [, = / tke=2tdt. Calculons I par intégration par partie (IPP).
0

On pose u =t¥ et v/ = e 2 donc v/ = ktF~ 1 et v = ——e~ 2.

2
+oo
Iy = / wv' dt
0

+00 too
= [uv} —/ uodt
0 0

1 +o00 oo q
== [t’“e—ﬂ —/ —§ktk_1e_2t dt
0

Par conséquent,

2 0
1 k + k—1 2t
=—-(0— — t -
2(o 0)+2/0
k
=T
5 k=1



+oo +oo 1
De plus, Iy = / e 2dt = [— e_Qt} = .
0 0 2
1 1 1 1 2 1 1 3 3 1 3 4 3 3
D L==ly==-x-=-, h=-I1=1lx-==-, (=-h=-Xx-=—, et41=—-I3=2x-=—.
onchi=olo=oXg=p T T Iy Tp BT T oX Ty STl TEXg T
En conséquence,
E(T) = 2I 2]+2]—2><3 2><1+2><1—3
CoB TR TAl T AR 4 4~

3
L’espérance de T est égale a T

Calcul de la variance de T'.

D’aprés la formule de Konig-Huygens : V(T) = E(T?) — (IEI(T))2

too too 3 3 1 5
De plus, E(T2):/ tzf(t)dt:/ x2(—t+1)e dt =2(Is—I3+L) =2x S — -+ -] = -
0 0 4 8 4 4

3 5 9 11

5 2
En conséquence, V(T') = 1 <4> =1 16" 16

11
La variance de T est égale a 6

Exercice 11. Exercice & faire dans la feuille 6.

Exercice 12. X est une variable aléatoire de densité de probabilité f définie par :

f(x):{kx@—x) si 0<z<5

0 sinon
+00
a) Comme f est une densité de probabilité, alors / f(x)dz = 1.
+o0 5 a 1 5 1o
Or,/ f(x)dw—k/x(5—x)dx_k[5x2_x3] :k—5_
- 0 2 3 0 6

125 6
2 1 _— = 1 1 = —
On en déduit que k 5 soit k 195

La fonction densité de probabilité f de la variable aléatoire X est définie par :

fl) =14 125

0 sinon

Détermination de la fonction de répartition de X.
— Siz<0: Fx(z)=P(X <z)=0.

— Six>25: Fx(z)=P(X<z)=1

— Sio<xr<h:

10



En conséquence,

0 si <0
1
Fy(z) = 1—25:c2(15—2x) si 0<a<5
1 si x>=5

Représentation graphique de la courbe de la fonction Fx.

1.
0,9 |
0,8 |
0,7 |
0,6 |
0,5 |
04 |
0,3 |
0,2 |

0,1

b) Calcul de ’espérance de X.

o) 5 5
IE(X):/O+ xf(;v)dx:% ; 332(5—;U)d:c— 6 [5;33—11»4] :(;(5_5):5

5
L’espérance de X est égale a —.

Calcul de I’écart-type de X.
D’aprés la formule de Kénig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E(X))".

> 6 [° 6 [5 1 :1° 5 15
E(X?) = 2 - 3(5 — — |24 25 = ° 1) =2
Or, E(X?) /Oxf(x)dx 5 /. x°(5 —x)dx o5 [430 £ 30

2
(55
2/) 4

1
Ainsi, V(X)=E(X2?) - (B(X))® = ( 5>
L’écart-type de X est égal a \gg

En conséquence, o(X) =+/V(X) =

Calcul de la médiane de X.

1
La médiane m de X est solution de I’équation Fx(z) = 5 sur [0; 5].

11



D’aprés le graphe, m doit étre proche de 5 ce que des considération de symétrie de la densité induisent

5 1 5\ 5\ 1
également. En eﬁet7 FX <2> = ﬁ X <2> (15 —2x 2) = 5

En en conclut que la médiane de X est égale a g
Exercice 13. X est une variable aléatoire sur 'espace de probabilité (2, A, P).
a) — D’aprés la formule des probabilités totales :
PX>0)+P(X<0)+PX=0=1 @
D’autre part, X est symétrique, c’est-a-dire que X et —X ont méme loi donc :
P(X >0)=P(—X >0)
Or, P(-X > 0) = P(X < 0) donc P(X > 0) = P(X < 0) @. On remplace @ dans @ et on

obtient :
PX<0)+PX<0)+PX=0)=1<«<= 2PX<0)+PX=0)=1
— 2P(X <0)=1-P(X =0)
De plus, P(X =0) > 0 donc —P(X =0) <0soit 1 —-P(X =0) <1

En conséquence, 2P(X < 0) < 1 soit donc P(X < 0) <
— X est symétrique, c’est-d-dire que X et —X ont méme loi, donc :
P(X <0)=P(—-X <0)=P(X >0)
D’autre part, P(X >0=1—-P(X <0) donc P(X <0)=1-P(X <0).
De plus,
1 1
IP’(X<0)<§ = —IP’(X<O)>—§ —= 1-P(X<0)>21-- < P(X<0)>

On en déduit que la médiane de X est égale a 0.
b) Soit J C N. On distingue deux cas :
— X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans I = {xj }j cJ
Comme X et —X ont méme loi, forcément quand z; € I, alors —z; € I et P(X = z;) = P(X = —x;).
On a donc :

E:% X =uxj)

JjeJ
:ijP( —x]+2x] X =1z;)+0xP(X =0)
jeJ JjeJ
;>0 ;<0
:ij]P’(X:x] Zx] X = zj)
jeJ JjeJ
;>0 ;<0
= Z zj P(X = z;) Z zj P(X = —x;)
jeJ jeJ
J,‘j>0 a:]'>0
= Z zj P(X = xj) Z zjP(X =x;) car X et — X ont méme loi.
jedJ jeJ
;>0 ;>0

12



D’autre part, E(|X|) < co donc ) z; P(X = ;) < o0.

JjeJ
$j>0
En conséquence,
E(X)=> z;P(X=u1;)- ) 2;P(X =x;)=0
jeJ jeJ
$j‘>0 $j>0

— X est une variable aléatoire continue.
On a donc :

Fx(z)=P(X<z2)=1-PX>z)=1-P(-X<—2)=1-P(-X < —x)=1- Fx(—x)

car la variable aléatoire X est continue.
D’autre part, en tout x ot F est dérivable, Fi () = 0 — (Fx(—z)) = Fi(—x), d’ou
fx(x) = fx(—z). Ce qui prouve que la densité de probabilité fx est une fonction paire.

oo

En conséquence, E(X) = / z fx(z)de = 0 car la fonction z — x fx(x) est impaire (produit
—0o0

d’une fonction paire et une fonction impaire).

13



