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Feuille n° 1:

Un peu de statistiques descriptives

(*) Calculer la moyenne et 1’écart type du nombre de lettres dans les mots de cette phrase.

(*) On consideére les longueurs de 30 oeufs de coucous (en mm):

225 20.1 233 229 231 22.0 223 23.6 24.7 23.7
240 204 213 220 242 21.7 21.0 201 219 219
21.7 226 209 21.6 222 225 222 243 223 226

e Construire un tableau de fréquences pour des classes de longueur 0.5 mm. Illustrer graphiquement
les données a ’aide d’un histogramme, puis d’un polygone des fréquences cumulées. En déduire
la médiane.

e (Calculer la moyenne et ’écart-type a partir des 30 données, puis a partir des données par classes.

Différence?
Proof. e Le tableau des fréquences est le suivant:
Taille | 120,20.5] | ]20.5,21] | ]21,21.5] | |21.5,22] | ]22,22.5] | ]22.5,23] | ]23,23.5] | ]23.5,24] | ]24,24.5][ | ]24.5,25] |
Effectifs 3 2 1 7 6 3 2 3 2 1
Fréquences 0.1 0.066 0.033 0.233 0.2 0.1 0.066 0.1 0.066 0.033
Fréq Cum 0.1 0.166 0.2 0.433 0.633 0.733 0.8 0.9 0.966 1

Voici I'histogramme demandé ainsi que le polygone des fréquences cumulées: Sur le polygone on peut déduire
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la médiane qui est Pantécédent de 0.5, soit 21.75 4 0.5/3 ~ 21.92 mm.

e En travaillant directement sur les 30 mesures, on obtient une moyenne de 22.32 mm, une variance de 1.394267 mm?

et donc un écart-type de 1.180791 mm.
Si on travaille sur les données par classes, on obtient une moyenne calculée par:
1

30 (3*20.25+2*20.75+21.25+7*21.75+6*22.25+3>k22.75+2*23.25+3*23.75+2*24.25+24.75) ~ 22.283

Pour la variance, on obtient:
% (3%20.25%4+2520.75° +21.25”+ 7%21.75° +6+22.25" +3%22.75” 4 2%23.25° + 3+23.75” 4+-224.25° +24.75%) —22.283% ~ 1.432.

Ainsi, I'écart-type obtenu & partir des classes est de ~ 1.197. Il y a donc une petite différence par rapport a la
moyenne et a 1’écart-type obtenus directectement a partir des données.

O



2014 étaient:

Salaires hebdomadaires (Dollars) | Nombre de femmes

moins de 150 1

entre 150 et 200 4

entre 200 et 250 28

entre 250 et 300 42

entre 300 et 350 33

entre 350 et 400 18

entre 400 et 450 13

entre 450 et 600 9

600 et plus 2

3. (*) Les salaires hebdomadaires (en dollars) d’un échantillon de femmes d’une méme entreprise en

(a) Représenter par un histogramme la répartition des salaires. Construire le polygone des fréquences
cumulées et en déduire la médiane et les quantiles & 10% et 90% de cette distribution. Quel est
le ratio entre ces deux quantiles (mesure de la répartition des salaires)?

(b) Calculer la moyenne et 1’écart type de cette distribution.

(c) Que se passe t-il pour la médiane, la moyenne et ’écart-type si chaque femme est augmentée de
50 dollars par semaine? Est augmentée de 10%?

4. (*) On a demandé & 1000 étudiants et & 1500 étudiantes la couleur de leurs yeux:

Couleur des yeux | Nombre d’étudiants | Nombre d’étudiantes
Bleu 420 650
Vert 120 150
Marron 450 680
Divers 10 20

Représenter sur un méme graphe les deux diagrammes a batons des fréquences. Peut-on conclure que
les hommes ont des yeux de couleur différente de ceux des femmes?

5. (*) 60 % de la population gagne moins que le salaire moyen a dit un politicien. Est-ce posssible?
Tllustrer votre réponse.

Proof. Oui cela est tout & fait possible. Prenons par exemple la grille de salaires en euros: 1000, 1200, 1200, 2000,
2600. Alors la moyenne est de 1600 euros, et 60% gagnent moins. O

6. (*) Un ensemble d’observations a pour moyenne 20 et pour écart type 4. Quel est effet sur la
moyenne et sur ’écart-type de:

e On ajoute 3 a toutes les observations.
e On multiplie toutes les observations par 10.

e On soustrait 12 & toutes les observations, puis on les divise par 2.

Proof. Soit (z1,...,2n) tel que T = 2 (14 ...+ 3n) =20 et = (21 —ZTn)> + ...+ (zn — Tn)?) = 16.

e Si on ajoute 3 & toutes les observations, on travaille sur les x; + 3, et ainsi la moyenne devient 23, mais ’écart-type
est inchangé et vaut toujours 4 puisque les z; — T,, conservent les mémes valeurs.

e Si on multiplie tous les z; par 10, la moyenne devient 200, et Iécart-type devient 40 (la variance est elle multipliée
par 100).

e Si on considére les (z; — 12)/2, alors la moyenne devient 8/2 = 4 et I’écart-type vaut 2.



7. (**) On constate qu’en France il y une personne sur 6 qui possede un ordinateur personnel et une

personne sur 25 qui est chauve. On constate aussi que une personne sur 75 est chauve et possede
un ordinateur personnel. Quel est le pourcentage de Francais chevelus? De Francais chauves sans
ordinateur? De Francais chevelus avec ordinateur? De Francais chevelus sans ordinateur?

Proof. On note n le nombre de francais, C' 'ensemble des francais chauves, P l’ensemble des francais possédant un
ordinateur personnel. On a donc Card(C) = n/25, Card(P ) =n/6 et Card(C' N P) =n/75.

I est clair que Card(Chevelus) = n—Card(C) = n—n/25 = 22 n: le pourcentage de francais chevelus est de 24/25 = 96%.
On cherche ensuite Card(C N P) = Card(C) — Card(C' N P) =n/25 —n/75 = == n: le pourcentage de francais chauves
sans ordinateurs est de 2/75 ~ 2.66%

Puis, Card(C'N P) = Card(P) — Card(CNP) =n/6—n/75 = 2%
est de 23/150 ~ 15.33%

5 m: le pourcentage de frangais chevelus avec ordinateur

Et enfin Card(C N P) = Card(C) — Card(C N P) = 2. n = i n: le pourcentage de frangais chevelus sans
ordinateur est de 121 ~ 80.66%. 0
. (¥**) Soit (z1,...,2,), n valeurs réelles observées avec n € N*.

(a) Montrer que T est I'unique minimum de la fonction f(z) =Y (z; — ).

b) Montrer que la fonction g(z) = > ", |x; — x| est minimisée par la médiane de (x1,...,x,). Est-ce
=1
I'unique minimum?

Proof. (a) On peut écrire que f(z) = > 1, ((mi—f)—l—(i—:v))Q =37 (zi—2)*+>r  @—2)*+2X " (z:i—7)(T—x).
Dans les deux dernieres sommes (T — x) ne dépend pas de i et peut donc étre sorti de la somme. On obtient ainsi:
fl@) =301 (2 —2)°+n@—2)°+2@—2) > (z:—Z). Mais Y1 (z:—%) = (X, 2i) —nT=nT—nT =0,
donc: f(z) =Y." (zi —%)® + n(Z — z)®. La somme étant une constante ne dépendant pas de z, f(z) est donc
minimum quand (T — x)2 est minimum, ce qui est le cas pour z = Z. Ainsi f atteint un unique minimum en x = 7.

(b) Dans toute la suite, on ordonnera la famille (x1,...,%,) et ainsi on notera min;(z;) = xa) < x@) < -+ < Ten) =
max; (z;). On va travailler par la suite suivant la parité de x.

1. pour n = 2p + 1, on montre que le minimum est atteint en x(,,1). En effet, dans un tel cas

p 2p+1 2p+1
9@e+0) = D (@ery —z@) + Y (@36 ~Teen) = Y T — Zf(z)
i=1 i=p+2 i=p+2
Pour m €]z, z+] et j=p+1,...,2p+ 1 (avec, par convention, x(zpt2) = +00 et les sommes vides nulles),
J 2p+1
gm) = Y (m—zw)+ > (z@—m)
i=1 i=j+1
P 2p+1 J J
= Y m—ze)+ Y @h—m+ Y (@n—m)— Y (xa—m)
1=1 i=p+2 i=p+1 i=p+2
2p+1 J
= Y zu- Z%) +2 ) (m—zg) + (m—zg40)
i=p+2 i=p+2
> 9(@@pt1))-
Par symétrie, il en est de méme si m € [z(;), x4l et 7 =0,...,p. On en déduit que le minimum de g(.) est

atteint en x(p41), qui est la médiane des (z;).

2. Sin = 2p, on déduit de ce qui précede que le minimum de g doit se trouver entre z(,) et x(,41). En ef-
fet, pour m €]z, T(p41)],

glm) = > (m—zu)+ Y (z6) —m)
i=1 i=p+1

= Z x(,>—zaz

i=p+1



qui est indépendant de m. Maintenant, pour m € [z¢jy, z+nlet j=p+1,...,2p+ 1, on a:
J 2p+1
glm) = D (m—zm)+ Y (@@ —m)
i=1 i=j+1
P 2p J
— Z(m—z(i))—l— Z (I(,‘>—m)+2 Z (m_
i=1 i=p+1 i=p+1
> §3W>—Xﬁu
i=p+1

On retrouve bien que le minimum, qui est unique, est atteint par toute valeur entre x () et x(p41). Si () = T(p41),
alors le minimum est atteint en une unique valeur xx(,) = Z(,41), sinon il ne I'est pas. On note que la médiane,
qui est la moyenne de x(,) et z(,11), S0it 5 (z(p) + T(pt1)) est telle que g atteint son minimum en la médiane.

O

9. (***) (Paradoxe de Simpson) Dans ’état de Floride en 1974, on a décompté les condamnations
prononcées pour meurtres. Comme aux USA les statistiques ethniques sont autorisées, on a réparti
celles-ci en fonction de la couleur de peau et on obtient les résultats suivants:

e Parmi les "blancs” meurtriers, 72 ont été condamnés a mort et 2185 ont été condamnés a une
autre peine;

e Parmi les "noirs” meurtriers, 59 ont été condamnés a mort et 2448 ont été condamnés a une
autre peine.

(a) Quelles sont les fréquences de verdict de condamnation & mort suivant la couleur de peau du
meurtrier? Quelle population vous semblent étre privilégiée?

(b) On peut rendre un peu plus précis ces résultats en distinguant la couleur de peau de la victime.
Ainsi lorsque la victime était blanche, les meurtriers blancs ont écopé 72 fois de la peine de mort
et 2074 fois d’une autre peine et les meurtriers noirs ont écopés 48 fois de la peine de mort et
239 fois d’une autre peine. En déduire les résultats lorsque la victime était noire (on pourra
notamment utiliser des dessins d’ensembles). Qu’en déduisez vous finalement quant & la justice
en Floride? (on dira que la couleur de peau de la victime est une variable de confusion).

Proof. (a) On a donc fg = 72/(2185 + 72) ~ 3.19% de condamnations & mort pour les meurtriers blancs et fx =
59/(2448 + 59) ~ 2.35% de condamnations & mort pour les meurtriers noirs. Il apparait donc en premiere analyse
que les meurtriers noirs sont moins souvent condamnés a mort que les meurtriers blancs.

(b) On déduit que si la victime est noire, il y a eu 72 — 72 = 0 condamnation & mort et 2185 — 2074 = 111 autres
condamnations si le meurtrier est blanc, et il y a eu 59 — 48 = 11 condamnations & mort et 2448 — 239 = 2209
autres condamnations si le meurtrier est noir.

On s’apercoit que la fréquence de verdict de mort quand la victime est blanche est de fpp = 72/(2074+72) ~ 3.36%
de condamnations & mort pour les meurtriers blancs et fnp = 48/(239 4 48) ~ 16.72% de condamnations & mort
pour les meurtriers noirs. Et quand la victime est noire la fréquence de verdict de mort est de fpn = 0/111 = 0%
de condamnations & mort pour les meurtriers blancs et fxvny = 11/(2209 + 11) ~ 0.48% de condamnations & mort
pour les meurtriers noirs.

La justice en Floride dépend donc totalement de la couleur de peau de la victime et de celle du meurtrier: la mort
d’un blanc est démesurément plus punie que celle d’un noir, avec en plus 5 fois plus de chances d’étre condamné
a mort pour un meurtrier noir plutét que pour un meurtrier blanc!

O
10. (**) Soit (z1,...,Z2n+1), 2n + 1 nombres réels inclus dans [0, 1]. Notons respectivement T et m la
moyenne empirique et la médiane empirique de (x1,...,Z2,41)-
(a) Montrer que Zznﬂ z; > (n+ 1)m. En déduire que 7 > §m.
(b) Montrer que T < £ (1+m).
(¢) Soit o2 la variance empirique de (21, ...,T2,41). Montrer que max (O, : (m)2 - (T)Q) <o2<

(1l — 7).



11.

12.

Proof. (a) Puisque 2n + 1 est impair, on sait que m = :):(nH) avec la notation z(;) désignant le i-éme plus petit

élément de (1, ...,T2n+1). On sait également que T = 2n+1 22"“ ;.

Onazi+- -+ Tapp1 =)+ + x(2n+1), et x(1) < x(2) < -+ < T(2n41). Ainsi, comme les z; sont positifs, on
az1+ -+ Tt geqT(ni1y + m(n+2) + -+ Tnt1). Et comme x(nq4) > T(ny1) pour tous ¢ = 1,...,n, on a:
T1+- -+ Tang1 > Tnt1) FTnr) Fo F Tty > (R+1)T(n41) = (n+1)m. On déduit que T = 274-1 22"“ ;>

(n+1)
2nt1 L(n+1) >3 5 M.

Comme pour tous ¢ on a x(;y < 1, on a également

1
T1+ -+ Tangr §$(1)+"'+$(n)+§($(n+1)+1)+1+1+--'+1S(n+1/2)x(n+1)+(n+1/2).

En renormalisant par 2n + 1, on obtient le résultat.

(b) La variance empirique est définie par: 02 = T Sta? - (3)2
Comme z; € [0,1] pour tous i, alors 27 < a;. Ainsi 37 2? < 372 et donc 02 <7 — (2)? = T(1 — 7).
On a également o2 = 2n+1 ZQ"H ( (f)) , donc 02 > 0 comme une somme de carrés. De plus, on a
2n+41 241

Yoat= 3wty 2 (ot Dty 2 o+ 1/2)(m)°
i=1 =1

On en déduit que 3 +1 22"“ >1 (ﬁ)2, et donc 02 > 1 (m)Q — (Z)2. On a ce résultat et également o2 > 0,
donc 02 > max (0, 3 (m)2 —(@)?).

O

(*) Soit n > 2 et (y;)1<i<n une famille de réels non tous égaux. Soit le nuage de points (z;,¥i)1<i<n,
oulesz; =1pour 1 <i<n-—1etx, =2 Déterminer I'’équation de la droite de régression par
moindres carrés de ce nuage de points et le coefficient de détermination R2.

Proof. Dans ce cas, la moyenne empirique des (z;) est T = 1 + % et donc la variance empirique des (z;) est 72 =
1 (Z?;ll %—&—(1—%)2) = 1. La covariance empirique entre les (z;) et les (y;) est Ty = %( A yi—i—yn) -y (14+3) =

Ty

L (yn — 7). Donc @ = Eﬁi =5 (yn —7) et b= y—aT = (" 1) g — (Z—ﬂ) yn. L’équation de la droite de régression

par moindres carrés de ce nuage de points est donc

n _ 2n _ n+1
y= g W mva s (n—l) v- (n—1)y”'
?2
Le coefficient de détermination R* est R* = % = m (yn —7)2. O
T Yy Y
(***) Pour n > 2, on a observé la famille de couples de nombres réels ((z1,v1), (z2,¥2); - - -, (Tn, Yn)),
ou les x; ne sont pas tous égaux. Supposons qu’il existe a* € R et b* € R, des parametres inconnus,
tels que y; = a* z; + b* +¢; pour tout 1 <1i < n, ou (e1,...,&,) est une famille de réels non observés.
(a) Supposons, seulement dans cette question, que £; = 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Déterminer

I'équation de la droite de régression par moindres carrés passant du nuage de points (24, ¥i)1<i<n-

(b) Désormais les ¢; sont des nombres réels quelconques non observés. On note y = ax +b la droite
de régression par moindres carrés du nuage de points (x;, yi)1<i<n €t & = y; —ax; — b pour tout
i €{1,...,n}. Montrer que >_"" ;& = 0.

(c) On note respectivement T et £ les moyennes empiriques des (z;) et des (g;), o2 la variance

Ox,e

empirique des (7;) et o, la covariance empirique entre (;) et (g;). Montrer que @ = a* + =*,

0'15

puis montrer que &; = (¢; — €) — (x; — 7).

(d) En déduire que % Dy ( ) < % Sy Z2 Ne pouvait-on pas montrer ce résultat plus simple-
ment?

Proof.  (a) Notons A(a,b) = 37, (yi — (am; + b))Q, Dans le cas olt &; = 0 pour tout i, Aa,b) = Y1 | (a*z; +
b (azi + b))2 =31 ((a" —a)zi + (b* b))z. Donc, pour tout (a,b), A(a,b) > 0 et A(a*,b") = 0 implique que
(a*,b") est 'unique minimum de A(a,b): la droite de régression par MC est y = a™ x + b*.



(b) Ona > & =>1" (yi—ax —b) = S ((yi —y) —a(xi — 7)) puisque b=75—az. En conséquence

n

Za:Z(yi_y)—a Z(mi—f):().

i=1

(¢) Onad= Ef,éy _ Em,a*fg»b*+e _ a” me2+?m,g —a" + Iz
Uz JI UI

5.
UI

On a également

Ei=@wi—-7y) —a(xi—7)=(a"z; +b" +e; —a*x+b* +¢) — (a* + %) (i — ) = (e; — &) — (;IQ’E (xs — ).
xT x
(d) En utilisant une formule précédente,
1 ~ o\ 2 1 n _ . , . 2
- ; &) = - Z; ((Ei -8 - ;{ (i —3«“))
n n n
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Une preuve directe de ce résultat aurait pu étre: puisque (6,/1)\) est 'unique minimum de A(a,b), alors A(?i,g) <
A(a,b) pour tout (a,b) € R?, et donc >, (@)2 = A(@,b) < A(a*,b") =31 €.
O



Feuille n° 2:

Espace de probabilité, événements et dénombrement

1. (*) On choisit une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité que ce soit
une dame (décrire I'ensemble fondamental et la probabilité considérée) 7 On en choisit deux. Quelle
est la probabilité que ce soit deux dames (décrire ’ensemble fondamental et la probabilité considérée)?

2. (*) En informatique, on utilise le systéme binaire pour coder les caractéres. Un bit (binary digit :
chiffre binaire) est un élément qui prend la valeur 0 ou la valeur 1. Avec 8 chiffres binaires (un octet),
combien de caracteres peut-on coder?

3. (*) Soit A I’ensemble des nombres de quatre chiffres, le premier étant non nul.

(a) Calculer le nombre d’éléments de A.

(b) Dénombrer les éléments de A:
a) composés de quatre chiffres distincts;
b) composés d’au moins deux chiffres identiques;
c¢) composés de quatre chiffres distincts autres que 5 et 7.

4. (*) Une boite contient 3 jetons, un rouge, un vert et un bleu. On considére 1'expérience consistant
a tirer au hasard un jeton dans la boite, a I’y remettre puis a en tirer un second. Décrire I’ensemble
fondamental et la mesure de probabilité. Déterminer la probabilité de ne pas avoir un jeton rouge.
Meéme question si le second jeton est tiré sans qu’on ait remis le premier.

Proof. Dans le premier cas, un tirage possible est (R, V) ou (V,V). On a ainsi @ = {R,V, B}*, A= P({R,V, B}?) et
IP est la mesure de probabilité uniforme.

Soit A I’événement ”Ne pas tirer un jeton rouge”. Alors A = {(B,V), (V,B),(V,V),(B, B)} Comme Card(Q) = 32,
on en déduit que IP(A) =4/9.

Dans le second cas, un tirage possible est (R, V) mais plus (V,V). On a ainsi  qui est composé de I’ensemble des
arrangements de 2 éléments choisis dans {R,V, B}, A = P(Q) et IP est la mesure de probabilité uniforme.

Soit A I’événement " Ne pas tirer un jeton rouge”. Alors A = {(B,V),(V,B)}. Comme Card(Q2) = A3 = 6, on en déduit
que IP(A) =2/6 =1/3.

O

5. (*) Soit (2,.A) un espace probabilisable et soit E, F et G trois événements de A. Trouver des
expressions pour les événements suivants que 1’on dira réalisés lorsque:
e F seul lest;
e E et G le sont mais pas F
e au moins 'un des trois 'est;
e au moins deux d’entre eux le sont;
e les trois le sont;
e aucun ne lest;
e au plus deux d’entre eux le sont;
e exactement deux le sont;

e au plus trois le sont.



Proof. e E seul lest: cela s’écrit ENFNG.
e E et G le sont mais pas F: cela s’écrit ENFNG.

e au moins I'un des trois I'est: cela s’écrit ENFNG.
e au moins deux d’entre eux le sont: cela s’écrit ENFNG|JENGNF |JFNGNE|JENFNG = ENF|JENG FNG.
e les trois le sont: cela s’écrit ENFNG.
e aucun ne lest: cela s’écrit ENFNG.
e au plus deux d’entre eux le sont: cela s’écrit ENFNG.
e exactement deux le sont: ENFNGUENGNFUFNGNE.
e au plus trois le sont: cela s’écrit €.
O

6. (**) Au Scrabble, on a un tirage avec 7 lettres distinctes. Combien de mots de 7 lettres peut-on
constituer au maximum & partir de ce tirage? Combien de mots de 3 lettres? Répondre aux mémes
questions si deux des lettres (et uniquement 2) du tirage initial sont identiques?

Proof. Dans le cas de lettres distinctes, comme un mot de 7 lettres est un 7-uplet de ces lettres (il y a de l’ordre),
donc un arrangement de 7 lettres parmi les 7 lettres distinctes choisies, le nombre de mots de 7 lettres correspond a
A% =71/0! = 7! = 5040 mots. Cela correspond aussi au nombre de permutations dans un ensemble taille 7.

Pour déterminer le nombre de mots de 3 lettres, qui correspondent aux arrangements de taille 3 parmi les 7 lettres
distinctes du tirage. Le nombre de mots de 3 lettres correspond au nombre de ces arrangements, c’est-a-dire a4 A3 =
/(7 —3)! = 7% 6%5 =210 mots.

On suppose désormais que 2 lettres sont identiques. Pour le cas des mots de 7 lettres, on peut reprendre le résultat
précédent, sauf que 1’on doit diviser par 2! le résultat du fait que pour les 2 lettres identiques, chaque mot de 7 lettres
peut s’écrire de 2 maniéres différentes (en gardant un ordre entre les 2 lettres identiques). Ainsi il y a 7!/2! = 2520 mots
possibles.

Pour les mots de 3 lettres, on doit considérer 3 cas: 1/ le nombre de mots ou la lettre double n’apparait pas, soit A3
mots différents, 2/ ceux ot la lettre double n’apparait qu’une fois et cela peut étre & 3 places différentes, soit 3 x AZ mots
différents et enfin, 3/ ceux oil la lettre double apparait 2 fois, et cela peut se faire & 3 places différentes, soit 3 * A mots
différents. Au total on aura donc 54 %34+ 3% 5%4+4 3 %5 = 135 mots différents. O

7. (**) On demande & 5 personnes d’écrire leur nom sur un papier, puis on mélange les papiers et on
les redistribue au hasard. Quelle est la probabilité qu’au moins une personne ait le papier avec son
nom (décrire 'ensemble fondamental, la tribu et I’événement considéré)? Que tous aient le papier
avec leur nom?

Proof. Si on numérote {1,2,3,4,5} les 5 personnes (non, je ne suis pas un numéro!), un résultat de I’expérience
aléatoire est un 5-uplet issu de ces 5 numéros sans répétition, donc un arrangement. Ainsi on en déduit I’ensemble
fondamental Q = {Arrangements de longueur 5 issus de {1,2,3,4,5}}. Ce qui conduit & Card(Q) = A3 = 5!/0! =
120. Naturellement, comme il n’y a aucune autre indication, la tribu est A = P(Q2). L’événement A; qui appartient
nécessairement & A est 41 = {(i17i2,i37i4,i5) cQ, 1 <k<5 i = k} On peut également définir A; par son

événement contraire, soit A; = {(i1,i2,i3,i4,i5) e, VI< k<5, ix # k} Pour trouver la probabilité de A, il faut
préciser que tous les papiers semblent étre tirés avec la méme probabilité, donc on est en situation d’équiprobabilité
et ainsi IP(4;) = Card(A;)/Card(Q2) = 1 — Card(A;)/Card(£2). Pour trouver Card(A;) qui correspond & la situation
ol aucun n’a un papier a son nom, considérons le numéro 1. Il a 4 places possibles, et a chaque place prise on peut

décompter 11 possibilités. Au total, Card(A;) = 44 et ainsi IP(A4;) = Card(A;)/Card(Q) = 1 — 44/120 = 19/30.
L’événement ”tous ont le papier avec leur nom” est I'événement Az = {(17 2,3,4, 5)} On a clairement card(Az2) =1 et
ainsi IP(Az) = 1/120. O

8. (**) On constitue un groupe de 6 personnes choisies au hasard parmi 25 femmes et 32 hommes.
1) De combien de fagons peut-on constituer ce groupe de 6 personnes?
2) Apres avoir précisé I'ensemble fondamental, la tribu et I’événement considéré, dans chacun des cas
suivants, quelle est la probabilité d’obtenir pour ces 6 personnes: a) uniquement des hommes; b) des
personnes de méme sexe; ¢) au moins une femme et au moins un homme.
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Proof. On dispose d’une population de 57 personnes différentes et on en choisit 6 parmi ces 57 sans faire attention &
Pordre. Aussi un événement élémentaire est une combinaison (un sous-groupe) de 6 éléments parmi ces 57.
1/ Tl y a donc Card(Q) = C%, = 5T — 36288252 possibilités de groupes. 2/ On associe naturellement a Q la tribu

51!6!
A =P(Q2). Tous les tirages sont écf&igfobables, et donc on associe la mesure de probabilité uniforme sur (€2, .4).
a/ L’événement E, € A, I'union des combinaisons contenant uniquement 6 hommes. On a Card(E,) = C%, et ainsi
IP(E,) = C§2/0§7 = % ~ 0.0249. b/ L’événement E; € A, 'union des combinaisons contenant uniquement 6 femmes
et des combinaisons contenant uniquement 6 hommes. On a Card(E,) = CS, + CS5 et ainsi IP(E,) = (CS, + C%5)/CS =
32:2;: + fg: g;: ~ 0.0298. ¢/ L’événement E. € A, I'union des combinaisons contenant au moins 1 femme au moins 1
homme. Il est clair que ’événement contraire de E. est Ep. On en déduit donc que On a Card(Ey) = C5, + CS;5 et ainsi

P(E.) = 1—P(E) ~ 0.9702. O

(**) Soit (2, A4,IP) un espace de probabilité. Soit A un événement de A non réduit a Iensemble
vide. On définit pour tout B € A, u(B) = IP(B N A)/IP(A). Montrer que p est bien une mesure
de probabilité sur (€2,.4). Serait-il possible de définir y sur un autre espace probabilisable? Mémes
questions avec v telle que pour tout B € A, v(B) =IP(BU A).

Proof. 1l est clair que p(Q) = P(A)/IP(A) = 1, que 0 < IP(BN A) < IP(A) pour tout B € A car BN A C A et comme
IP est a valeur dans [0, 1] alors p l'est aussi. Par ailleurs, pour toute famille (A;);er, ou I C N, d’événements disjoints de
A, alors ]P(A NUer Ai) = IP(UiE AN Ai). Mais les événements A N A; forment également une famille dénombrable
d’événements disjoints (car pour i # j, (AN A)N(ANA;) =AN(A;NAj)=0car A;NA; =0). Donc comme IP
est une mesure de probabilités, IP(UiezA N Ai) =3 P(ANA;) et ainsi p(U;e; Ai) = X,e; P(AN A;) /IP(A) =
e P(ANA;) /IP(A) =3, ; 1u(As). La propriété est bien vérifiée et pu est bien une probabilité.

11 serait possible de définir pu sur (A, A"), on A" = {E € A, E C A}, qui est une sous-tribu de A.

Si on consideére v, alors v(f) = IP(A) > 0 donc v ne peut pas étre une mesure de probabilités. O

(***) Dans une assemblée de n personnes, a partir de quelle valeur de n a-t-on au moins une chance
sur deux que deux personnes soient nées le méme jour? Préciser les hypotheses faites...

Proof. On va supposer pour simplifier que les années ont exactement 365 jours et qu’il y a situation d’équiprobabilité,
c’est-a-dire qu’il y a autant de chance de naitre n’importe quel jour de l'année (ce qui n’est pas vrai stricto sensu, il
v a plus de naissances par exemple en mai que décembre en France). On chosit donc n numéros avec remise dans
E ={1,---,365} et le résultat de cette expérience aléatoire est donc un n-uplet de E™. D’ou Q = E" et il y a donc
Card(Q) = 365™ tirages possibles.

On considérera donc A = P(Q) et I'événement A € A ”il y a au moins égalité de 2 coordonnées du tirage”. On préfera
travailler avec A, toutes les coordonnées sont distinctes. Calculons le cardinal de A. Pour la premiére coordonnée, on
peut choisir tout numéro dans E, pour la seconde, il n’y plus que 364 possibilités, ... Aussi a-t-on Card(A) = Afgs et
IP(A) =1 — A%5/365".

On cherche n tel que IP(A) > 1/2 ou encore AZg5/365™ < 1/2. En passant au logarithme, on a ’équation:

i log(365 — i) — log(365) = i log(1 —¢/365) =< —log(2).

i=0
Mais en premiere approximation log(1 —i/365) ~ —i/365. Donc si n reste petit par rapport & 365, cela donne

n—1
> /365 >1log2 soit n(n—1) > 3652log2.

1=0

En premiére approximation cela donne n? > 506, d’ott n > 22.5 et donc n doit étre plus grand que 23.
Si on vérifie avec un logiciel numérique pour n = 22, on trouve IP(A) ~ 0.4757 et pour n = 23, IP(A) ~ 0.5073.



